Geometria diferencial 1

Dr. David Delépine !

Instituto de Fisica de la Universidad de Guanajuato
Loma del Bosque, N 103
Col. Lomas del Campestre
CP-37150 Léon, Gto

Enero 1, 2005

lemail: delepine@fisica.ugto.mx; tel: ext. 8424






Contenido

1 Introduccién 5
2 Curvas 7
2.1 Introduccién. . . . . . . . . . ... 7
2.2 Definicién de una curva . . . . . ... oL 13
2.2.1 Preliminares analiticos. . . . . ... ... ... ...... 14
2.2.2 Elaboracién de una definicién de curva. . . . . . .. ... 19

2.3 Tangentes . . . . . . . . ... 28
2.3.1 Puntossingulares . . . . . ... ... Lo 32

2.4 Ecuacién implicita de las curvas planas . . . . . . . . ... .. .. 33
2.5 Envolvente de una familia de curvas planas . . . . ... ... .. 39
2.6 Rectificacién o longitud deun arco . . . . . ... ... ... ... 44
2.7 Representaciones normales . . . . . . . .. ... 49
2.7.1 Abscisa curvilinea. . . . . .. .. Lo Lo 50
2.7.2  Vector tangente. . . . .. ... ... 53

2.8 Curvas planas (curvatura) . . . . . ... .. ... ... 54
2.8.1 Vectornormal. . .. ... ... ... ... ......... 54
2.8.2 Curvatura. . . . . .. ... 54
2.8.3 Formulas de Frenet. . . . ... ... .. ... ....... 57
2.84 Laevoluta. . ... .. ... ..o 57
2.8.5 Calculo practico de la curvatura. . . . ... ... ... .. 58

2.9 Curvas espaciales (triedro de Frenet) . . . . . .. ... ... ... 59
2.9.1 Torsidbn . . . . .. .. 63
2.9.2 Proyecciones de la curva sobre los planos del triedro movil. 64
2.9.3 Calculo practico de la curvatura y de la torsién. . . . . . 66

3 Superficie 69
3.1 Definiciones . . . . . . . . ... e 69
3.2 Curvas sobre una superficie . . . . .. .. ... oL 73
3.2.1 Coordenadas curvilineas. . . ... ... .......... 74

3.3 Planos tangentes . . . . ... ... L oo 75
3.3.1 Orientacion. . . . . . . .. . ... ... 78

34 Arvea . ... 80
3.5 Vectornmormal . . . . . .. .. ... Lo 80



3.6 Primera forma fundamental . . . . . . ... ... ... ... ... 81

3.7 Curvatura normal (triedro de Darboux, segunda forma funda-

mental) ... 84
3.7.1 Triedro de Darboux-Ribaucour. . . . . . .. ... .. ... 87
3.7.2 Segunda forma fundamental. . . . .. ... .. ... ... 89
3.7.3 Curvas asintoticas. . . . . . . ... ... 92

3.8 Direcciones principales . . . . . . .. ... oL 93
3.8.1 Puntos ombilicales . . . . . ... ... ... 0oL 93
3.8.2 Direcciones y curvaturas principales . . . . .. ... ... 94

3.9 Clasificaciones de los puntos de una superficie . . . . . . ... .. 97
3.9.1 Laindicatora de Dupin. . . . . .. ... .. ... ... .. 98

3.10 Curvatura total . . . . . . . ... 101
3.10.1 La aplicaciéon de Gauss . . . . . . . . . . ... ... ... 102

3.11 Curvatura geodesica . . . . . . . . .. ... ... 105
3.12 Superficies arregladas . . . . . ... ... oL oL oL 108
3.13 Superficies de revoluciéon . . . . . . .. ... ... 109
4 Introduccién a la geometria Riemaniana 113
4.1 Tensor métrico y arcos riemanianos. . . . . . . .. . .. ... .. 114
4.2 Campos de vectores tangentes . . . . . . . ... ... 117
4.3 Campos de tensores . . . . . ... 121
4.3.1 Productos tensoriales. . . . . .. ... .. ... ... 121
4.3.2 Campos de tensores. . . . . . . . . .. ... 123

4.4  Arcos trazados sobre un arco riemaniano . . . . .. ... ... .. 123
4.5 Los simbolos de Christoffel . . . . . ... ... ... ... .... 125
4.6 Tensor de Riemann . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 128
4.7 Campos de vectores a lo largo de un arco . . . . . .. ... ... 131
4.8 Derivada covariante . . . . . .. ... oL 132
4.9 Campos de vectores paralelos . . . . . .. ... ... ....... 136
4.10 Curvatura geédesica . . . . . . . ... o 141
4.11 Gebddesicas . . . . . ..o 143
5 Ejercicios. 145

6 Bibliografia 159



Capitulo 1

Introduccion

Este curso de geometria diferencial es ante todo una introduccién al tema de la
geometria diferencial. Este curso, de primera intencién, esta dedicado a estudi-
antes en fisica en el cual tratamos de dar las nociones esenciales de geometria
diferencial sin insistir sobre las demostraciones no-necesarias a la comprension
de los teoremas o definiciones. Ponemos mucho mas enfasis sobre como aplicar
esos conceptos en lgar de demostrarlos de manera formal. De este punto de
vista, insistimos sobre los ejercicios presentados en el ultimo capitulo. Esos
ejercicios son muy importante para dar una comprensién completa y intuitiva
de los conceptos introducidos durante el curso.

Podriamos empezar el curso directamente hablando de variedades diferen-
ciales de dimension arbitraria. Pero con el fin de dar una comprension intuitiva
de las principales nociones de geometria diferencial, estudiamos esas nociones
con ejemplos concretos facilmente visualizables. Por eso, el curso se dividio en
3 partes de tamano practicamente igual.

En el primer capitulo, estudiamos como definir las curvas (dimensién uno)
en el plano afin o/y euclidiano. En la primera parte de este capitulo, recordamos
los principales nociones de geometria que van a ser necesarias para entender este
curso. Introducimos las nociones de curvatura, vector tangente, vector normal,
coordenadas curvilineas, envolvente de una familia de curvas, torsién, etc....
Tlustramos cada una de esas definiciones con varios ejemplos.

En el capitulo dos, generalizamos esas definiciones al caso de superficies
e introducimos nociones suplementarias tales que primera forma fundamental,
area de una superficie, segunda forma fundamental, ....

En el tercer capitulo, damos una introducciéon a la geometria riemaniana.
Nos limitamos al caso de dos dimensiones pero este tratamiento es completa-
mente general y puede generalizarse sin ningun problema al caso de 4- o de n
dimensiones como usualmente es necesario cuando trabajamos en gravitacion o
cosmologia.

Queremos atraer la atencién de los lectores para no limitarse a estas notas.
En la bibliografia, damos otras fuentes de informacién sobre este tema. Como
lo mencionamos anterioramente, este curso es un curso introductorio a la ge-



ometria diferencial que tiene como objetivo principal de dar los conceptos para
poder entender cualquier libro o referencia sobre este tema. No vamos a tener
tiempo a dentro de este curso de aplicar esos conceptos a problemas de fisica
concretos. Por eso, recomendamos para entender los conceptos citados e intro-
ducidos en estas notas y para ir mas alla de estas notas buscar otros puntos de
vista presentes en la literatura sobre geometria diferencial.

Esas notas se inspiraron de los cursos de geometria (MATH1126) impartido
por el Prof. Pascal Dupont y de geometria diferencial impartido por el Prof.
Yves Felix de la Universidad Catolica Lovaina (Belgica).

Quiero particularmente dar mis agradecimientos al Dr. Jose Socorro que me
ayudo a corrigir y mejorar estas notas.



Capitulo 2

Curvas

2.1 Introduccion

En el curso de algebra, la nocién de espacio vectorial sobre un cuerpo conmu-
tativo fue introducida de manera extensiva. La estructura del espacio vectorial
nos permite hacer de la geometria y también en el vocabulario del algebra lineal
se puede notar sus similaridades con el vocabulario de la geometria (usamos
los terminos de puntos, lineas, planos,...). Ademds, una vez que escogimos una
base, tenemos varios métodos de calculo del dlgebra lineal como el calculo ma-
tricial, etc. Pero la nocién de espacio vectorial no es suficiente en geometria
por una razon muy sencilla: en un espacio vectorial hay un vector priviligiado:
el vector nulo. Al contrario, cuando hablamos del plano del espacio tridimen-
sional de la geometria clasica de Euclide, no hay ningun punto priviligiado. Este
problema puede ilustrarse también estudiando las aplicaciones que preserven la
estructura de espacio vectorial. Las aplicaciones que preserven la estructura del
espacio vectorial son las aplicaciones lineales. Pero cuando queremos hacer de
la geometria una de las primeras aplicaciones lo més simple es una translacion,
pero esta aplicacion no es lineal ya que no deja fijo el vector nulo. Por eso en
geometria tenemos que definir una nocién de espacio mas general que la nocién
de espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo. Esta nocion es la nocion de
espacio afin. La definicién de un espacio afin sobre un cuerpo conmutativo fijo
K se define como :
_
1. Un espacio afin sobre K (o un Kespacio afin) es un tripleté F = (5 , B ( ——))
donde

(i) € es un conjunto no vacio.
—
(ii) E es un espacio vectorial de dimensién finita o infinita sobre K
s VR . . =
(iii) (——) es una aplicacién de E x &€ — E

7



Ademas tienen que satisfacer los siguientes dos axiomas:

Vp,q,r € E , pg + qr = pr (relacién de Chasles).

Vp e &E,Vu e E),H!q €& tal que pg = v

Un R-espacio afin se llama espacio afin real y un C-espacio afin es un espacio
afin complejo. Los elementos de £ se llaman puntos, y los elementos de E se
llaman vectores. Vamos a decir que pg es un vector de origen p y de extremidad
q.

La nocién de espacio afin nos permite estudiar un nimero de propiedades
geometricas (por ejemplo, la nocién de paralelismo, de paralelogramo). Pero,
no es suficiente si queremos por ejemplo distinguir entre un rectdngulo o un
cuadrado. Eso nos lleva a introducir la nocién de espacio euclidiano. Un
espacio euclidiano es un espacio afin con un producto escalar definido sobre su
direccién (E)) En lo que sigue, repetiremos varias definiciones y nociones que
por lo general fueron definidas o introducidas en un curso de algebra lineal.

1. Sea V un R-espacio vectorial. El producto escalar sobre V es una
aplicacion bilineal, simetrica, positiva y definida. Eso significa que el
producto escalar (—|—) es una aplicacién definida como sigue:

(=|-):VxV—>R
y tiene que satisfacer las siguientes condiciones:

(i) Yu,v,w € V,Vo, [ € R,

(au + pw|v) = a(ulv) + B(w|v) (2.1)
(vlau + pw) = a(v|u) + B(v|w) (2.2
(i) Vu,v eV,
(ulv) = (v|u) (2.3)
(iii) Vu e V
(uu) >0 (2.4)
(iv) Yu eV,
(ulu) =0=u=0 (2.5)
1. Un espacio afin euclidiano es un doblete (E, (—|—)) donde E es un espacio
—
afin y (—|—) es un producto escalar sobre E'.

Una norma sobre un espacio vectorial euclidiano V' es un aplicacién:
=V =R
tal que

1.VueV ]u|=0=u=0



2. Vu € V,((Va € R), |aul| = [|ul| . |a|
3. Vu,v €V, [lu+ ol < flull + o]

Un espacio vectorial con una definicién de norma se llama espacio vectorial
normado. En el caso de un espacio euclidiano, tenemos automaticamente una
nociéon de norma derivada del producto escalar:

[ull = v/ (ulu)

Se puede verificar muy facilmente que esta definicién satisface los requisitos para
ser una norma. Se puede probar que una norma se deriva de un producto escalar
si satisface la identidad del paralelogramo, a saber,

Vu,v € V, |Ju+v|| + [Ju —v|| = 2 ([lul + [v]])

1. Desigualdad de Schwarz: en un espacio vectorial euclidiano V', Vu,v €
V', tenemos
|(ulv)] < [ull - [lv]

Angulo entre dos vectores: sean dos vectores u,v no-nulos en un
espacio vectorial euclidiano. Usando la desigualdad de Schwarz, tenemos

o )y
[[ull - [|o]
Entonces, existe un y un tnico angulo positivo 8 tal que

(ulv)

cosf) = ————
[Jwll - ]|

Este angulo dnico es llamado el angulo entre los dos vectores u, v.

Desigualdad de Minkowski: Vu,v € V., V un espacio vectorial euclid-
iano, tenemos
lu+ vl < fJull + [lv]

y ademas, se tiene la igualdad si y solamente si u y v son paralelos de
misma direccién.

Una distancia sobre un conjunto E es una aplicacién:
d:E* =R
que satisface las siguientes condiciones:
(i) Vp.g€ E, d(p,q) =0=p=q
(ii) Vp,q € E, d(p,q) = d(q,p)
(iii) Vp,q,s € E, d(p,q) +d(q,s) > d(p, s)
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Un espacio con una definicién de distancia es llamado un espacio métrico.
Un espacio afin normado tiene automaticamente una nocién de distancia derivada
de la definicién de la norma:

d(p,q) = pqll

1. Sea e = (ey,....,e,) una base de un espacio vectorial euclidiano V', sea
u € V. En lugar de caracterizar u por sus coordenadas en la base e,

ul

tal que
n
U= E uFey,
k=1
es posible de caracterizar el vector u por los n reales:
ug = (ex|u)

que vamos a llamar las coordenadas covariantes de u en la base e.
Para ilustar la diferencia entre coordenadas y coordenadas covariantes, es
suficiente tomar el caso que la base e no es normalizada. En tal caso, si
cambiamos el i—esimo vector de base: e, = k.e; (k # 0), la coordenada
correspondiente es dividida por k (u'* = u'/k) y la coordenada covariante
es multiplicada por k (u} = k.u;). De manera general, tenemos

n
up = (ex|u) = (el Zujej)
j=1
n

= ) (exlej)’

j=1

Ahora, vamos a definir la orientacién de un espacio. Primero vamos a
recordar la definicién de un anillo ordenado. Un anillo ordenado es un anillo
(A,4) con una parte P de A tal que

1. {P,{0},—P} son una particién de A.
2. Va,be A,a+beP

3. Va,be A,abe P
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Podemos definir una relacién de orden sobre A diciendo que
a<bsb—ac PU{0}

Asi por ejemplo, Z es un anillo ordenado (tomar P = N* = N \ {0}). Por otro
lado, no es posible de ordenar C.
Sea u = (u1,us,...,up) una lista de vectores linealmente independientes y
v = (v1,..,vp) una lista de mismo tamano en el subespacio generado por la
lista u. Como u es una base en este sub-espacio, podemos construir la siguiente
matriz:
M = (yv1...40p)

donde ,v; es la expresién del vector vy en la base u. Vamos a decir que los
vectores v tiene la misma orientacién que u

det M >0

Si v es también una familia libre, entonces v es también una base de este sub-
espacio generado por u y M es la matriz de cambio de bases. En este caso, u
tiene la misma orientacién que v si y solamente si v tiene misma orientacién que
u si y solamente si det M > 0. Si det M > 0, vamos a decir que v y v tienen
misma orientacién. Si det M < 0, vamos a decir que u y v tienen orientacién
opuesta. Por ejemplo, la base (es, e3,e1) tiene la misma orientacién que la base
(e1,e2,e3). Pero, (es,eq,e3) pertenece a la orientacién opuesta. Asi es facil de
convencerse que la relacién ”tener la misma orientacién” entre familia libre es
una equivalencia que tiene solamente dos clases de equivalencia.

Definicion:
Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado K y ¢ un isomorfismo

lineal de V en V. Vamos a decir que @ es directo si det @ > 0 y que es inverso
st detp <0

Propuesta 1:

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado K, ¢ es un isomor-
fismo lineal de V en V y e una base de V. Las bases e y p(e) son de misma
ortentacion si ¢ es directo y son de orientacion opuesta, si @ es inverso.

La elecciéon de una de las dos clases de equivalencia por la relacion tener la
misma orientacién entre bases es una orientacién del espacio vectorial. Las
bases que pertenecen a la orientacién selecta son llamadas bases directas y las
otras bases son llamadas no-directas o ”retrogradas”. Para cualquier entero
n, la orientacién candnica de K™ es la orientacién en la cual la base candnica es
directa y denotamos por A’ (K) el espacio A™(K) con la orientacién canénica.

Primero, hay que notar que la eleccién de un orientacién sobre un espacio
afin no induce una orientacién sobre los sub-espacios. Ahora vamos a introducir
una nocién de orientaciéon de un espacio vectorial mas cerca de la geometria
diferencial:

Definicion:
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Sea e y g dos bases de un espacio vectorial real V de dimension n, vamos a
decir que g es homotopico a e si existe una aplicacion continua

Fo0) = V"ot — (fi(t), -, fu(t))
tal que
1. Vt € [0,1], f(t) es una base de V.
2. f0)=ey f(1)=g

Hay que ver esta aplicacién f como una deformacién continua transformando
poco a poco e en g.

Propuesta 2: La relacion de homotopia entre bases es una equivalencia.

e la relacion es reflexivo: toda base e es homotopica a ella misma.

e Es simetrica: si g es homotopica a e, entonces, e es homotopica a g. De
hecho, para demostrarlo, es suficiente de usar la aplicacién f* definida
€omo

F = VR e =10 =)
f* es una aplicacién continua de [0, 1] tal que f*(0) =g, f*(1) =e.

e Es transitiva: Si g es homotopica a e y si k es homotopica a g, entonces, k
es homotopico a e. Por eso, si f(t) y h(t) son los dos funciones aue definen

respectivamente la homotopia entre g e e y entre g y k (f(0) = e, f(1) =
g,h(0) = g,h(1) = k), entonces,

. n . _ f2t)  telo,1/2
F 01—V .t—>F(t)—{ w2 ) teh/zd

es una aplicacilion continua tal que F(0) = ey F(1) = k.

Propuesta 8: Sea e una base de un espacio vectorial real V' de dimension n
y sea 1,5 dos enteros tales que 1 <i < j < n.

1. la base e* = (e1,...,€,-1,€5,€i41,..,€j—1,€;,€j41,..€n) €S homotopica a e.
2. la base e** = (e1,...,€i—1, —€i, €i41,.-€j—1, —€j, €j41, ...€n) €S homotopica
ae.
Demostracién: (indicacién: usar f(t) = (1 — t)e + te*).
Propuesta 4: Sea e una base de un espacio vectorial real V' de dimension
n. Sea H un hiperplan suplementaria al sub-espacio engendrado por e, y sea p

la proyeccion sobre H paralelamente al sub-espacio generado por e,. Con esas
condiciones, tenemos que la base e* definida como

e’ = (p(61)7 "'p(en71)7 en)
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es una base de V', homotopica a e.

Propuesta 5: Dos bases de un espacio vectorial real son de misma orientacion
si y solamente si son homotopicas.

De manera intuitiva, para transformar de manera continua una base e =
(e1,...en—1,€,) en una base e* = (e, ...ep_1, —€,) de orientacién opuesta, nece-
sitamos a un momento que el ultimo vector pasa por el hiperplan generado por
los otros vectores de base. A este momento, la familia no es una base y entonces,
ey €* no son homotopicas.

Definicién: una referencia cartesiana o sencillamente una referencia de un
espacio afin es un par R = (O, e) donde O es un punto de & llamado el origin

4
de la referencia y e = (eq, .., em) €s una base de E.

Ejemplos:
e Sea K un cuerpo y n € N, la referencia canénica de A™(K) es

R™M™ = ((0,0,..,0);(1,0,..,0),(0,1,0,..,0), .., (0,0, .., 1))

Definicién: Si V' es un espacio vectorial euclidiano orientado de dimension
n, el producto mizto de los vectores uy,us..u, €V es el real

[ur, ug, . up] = det(cty Us....otiy)

donde e es una base ortonormal directa de V.

Sea u = (uj...u)) una lista de vectores en un espacio vectorial euclidiano V'
de dimensiéon n. Vamos a llamar el determinant de Gram de esta lista el
real que vamos a notar Gram(u) o Gram(uy, ..., ug) :

(urlur) - (ualu)
Gram(u) = det :

(uk.\ul) (ukiuk)

Una consecuencia de esta definicion es que si tenemos una lista de vectores
(u1, ..., up—1) en un espacio vectorial euclidiano orientado V' de dimensién n :

Gram(uy, ..., un_1) = lur A oo Atp_1]?

2.2 Definicién de una curva

Una de las caracteristicas de la geometria es probablemente que las definiciones
nunca son completamente satisfaciendo. El termino de ”curva” tiene varios
sentidos dependiendo del contexto. Por ejemplo, en el caso de las conicas, las
curvas correspondientes son definidas por el uso de una ecuacion de este tipo:

P(z,y) =0
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donde P es un polinomios de grado 2. Un tal ecuacién es dicha ecuaciéon im-
plicita de la curva. El estudio de las curvas a partir de una ecuacion implicita
es posible y es importante, en particular cuando la ecuacién es polinomial: este
metodo de estudio es priviligiado en el caso de la geometria dlgebraica. Pero en
el caso de la geometria diferencial, la idea al inicio del estudio de las curvas es
que una curva es una deformacién de la linea de los reales o de un intervalo de
la linea de los reales. En otro termino, una curva va a ser una aplicacién

f:I1—=E&

donde I es un intervalo de R, acotado o no y £ es el espacio donde quieremos
trabajar. Es interesante de notar que eso se acerca de un otra intuiciéon que
nos viene de la cinematica, a saber que en tal caso, una curva es vista como
la trayectoria de un punto material en movimiento. Este metodo de estudio de
las curvas va también a aparecer en los terminos usandos en las definiciones de
la geometria diferencial. Por eso, los argumento de las funciones f son muchas
veces notado con la letra t,t , ¢ etc... y usualmente se llamo el tiempo.

2.2.1 Preliminares analiticos.

Como nuestro programa es de poner el calculo diferencial y el calculo integral al
servicio de la geometria, es necesario de hacer un seria de recuerdos y precisar
unos definiciones. Esas revisiones son el objeto de esta primera seccién.

Lema 11:
Sea V' y W dos espacios vectoriales reales, ||—||y, una norma sobre Wy
f:V —= W un monomorfismo lineal. La aplicacion

[=llv:V = Riv— |l = [ f()lly
es una norma sobre V.

Tenemos que asegurarnos que los axiomas de la norma son satisfechos:

e Sea v € V tal que [|v||y, = 0 es decir aue | f(v)];;, = 0, lo que significa que
f(v)=0en W y como f es un monomorfismo, v = 0.

e Sea v € V yr € R, entonces, [rv|y, = [[f(rv)lly = lrf@)ly =
Il L f )l = Ir[- (vl

e Sea u,v € V Entonces, |[u+v|, = ||f(u+2v)|ly = [[f(w)+ f0)|lu
IF@llw + 1F @)l = llully +lvlly

IN

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita n. La elecciéon de una
base e de este espacio nos da un isomorfismo de espacios vectoriales:

ag:V—o>R™ v 5, v

Usando el lema anterior podemos definir una norma ||—||, sobre V' diciendo para
cualquier vector v que tenemos la siguiente relacion:

[oll = levl
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donde ||—|| es la norma euclidiana definida sobre R™*!. Usamos la biyeccién ap

. / .
para transferir la norma de R™*! sobre V. Pero a dos bases e y € es asociado
una constante k_./ tal que

(Vo eV) |lvllo < ke [|v]ler
Sea,
S={ue R ||u| =1}
es la esfera unidad quien es cerrada y acotada. Consideramos la funcién:
0—0
U — [ (De ] (u #0)

flwll

v: R S R: {
Esta funcion es continua sobre Sy entonces en virtude del teorema de los limites
alcanzados, existe ug y u; € S tal que
v(ug) < wv(u) < ov(uy)

De hecho solo la desigualdad de la derecha nos interesa y es verdadera para
cualquier u no-cero y no solamente para u € S por que si u # 0,

el {|or (D2 |

viu =

IN
<
—
<

=
Z

por que - € S.

flul]
Entonces si v € V,

P
el = Tl
le(D)e-cr0l
lool
v(,0)

v(uy)

IN

de tal manera que tenemos
[olle < v(u). Jlvlle

es suficiente de escoger k, .,/ = v(uz).

En general, los diferentes normas ”importadas” no son identicas, son sola-
mente equivalente. Es decir que no determinan las mismas nociones metricas
(por ejemplo, un tridngulo puede ser equilateral o rectdngulo en una sin serlo
en una otra). Pero la equivalencia significa que determinan la misma topologia,
es decir por lo que nos interesa ahora, la misma nocién de limite.
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Limites

Podemos ahora introducir la nocién de limite de una funcién a valores en un
espacio afin.

Definiciént
Sea E un espacio afin real, f una funcion de R en £, a € Ry P € €£.

Vamos a decir que P es limite de f en a si a es adherente al dom f y si
—_—
Pf(a)|| =0 donde e es una base cualquiera de E y donde

€

lim,,

Pf

’ ’

e:domf%R:t%Hl?(t))

e

De los consideraciones anteriores, la eleccion de la base que se usa en esta
definicién es indiferente. Es claro que el limite cuando existe es unico. La
notaremos lim, f.

El resultado siguiente es muy util:

Proposicion]

Sea E un espacio afin real,f una funcion de R - & ,a€ R,P €& y R una
referencia de E. Notamos f* las coordenadas de f en R y p* los coordenadas
de P. Notamos también R f la funcion compuesta:

(=)o f:dom f— R"**
Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. lim, f =P

2. lim, (f) =rP

3. Para cada i, lim, f* = p’

Demostracién:

Los limites de R™*! se calculan componente por componente, asi la equiva-
lencia entre 2 y 3 es clara.

Vamos probar ahora la equivalencia de 1 y 2. Sea e la base contenida en R;
podemos explicitar la definicién usando la base:

=0

€

limf = P<&lim

Pj

& lim
a

R
E
lim lrf—=rP|=0

(3

& lim(rf) =r P
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Derivacién.

Sabemos que si I es un intervalo abierto de Ry f : I — R una funcién a valores
reales, para cualquier ¢t € I,

, At) —

si este limite existe. Sea ahora F un espacio afin real: como definir la derivada
de una funcién f: I — E? Sity At son elementos de I , f(t) y f(t + At) son
puntos de E: como hacer la diferencia y como dividir esta por el escalar At?

ey
La solucién es de replazar esta diferencia por el vector f(t)f(t + At), entonces,
despues de hacer eso, es posible de multiplicar esto vector por 1/At. Obtenemos

=
asi una funcién de Ren FE :

1 -
At — < f(O)f(t+ Ad),

N
como R y E son equipados de una norma, hay un sentido de tomar el limite
en 0 de esta funcién: si este limite existe, la tomamos como valor en t de la
derivada de f :

£ = Jim < FOf(+ A

El precio a pagar con esta definicién es que la derivada asi definida toma sus
valores no en £ pero en E.

Es posible de iterar esta definiciéon para obtener la derivada segunda? La
respuesta es si por que el espacio vectorial E puede ser visto como un espacio
afin sobre el mismo. Recuerdamos que f : I — & es dicha de clase CF si
1, f/7 fN, ...f®) existen y son continuas.

Producto escalar, producto mixto y producto vecotrial de funciones.

Sea V' un espacio vectorial euclidiano (orientado) de dimensién n; los diversos
productos definidos sobre V' determinan productos analogos sobre las funciones
a valores en V, construida punto por punto. La norma de tal funcién se definen
igualemente punto por punto:

[Definiciénk:
Sea V un espacio vectorial euclidiano (orientado) de dimensién n:

1. Sea f,g de R en V, el producto escalar de esas dos funciones es
(flg) - dom fvdom g — R:t — (flg)(t) = (f(t)]g(t))

2. Sea f de R en V: la norma de esta funcién es

If[I: dom f — Rt — [|f[| () = [/ ()]l
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3. Sea fi1,...fn de R en V, el producto mixto de esas n funciones es

[flfn] s dom f] N..Ndom fn — R
t = [frful (8) = [f1(8)-fu (1))

4. Sea f1..fn—1 de R en V| el producto vectorial de esas n — 1 funciones es

fANA frno1idom fin..Ndom fo1 — R:
t= (fi N A fa) () = Frlt) A A fra(t)

Cuando dos funciones f y g , definidas sobre el mismo dominio, tienen un
producto escalar nulo, vamos a decir que esas dos funciones son ortogonales y
lo notamos f_Lg.

Proposicion;
Sea V un espacio vectorial euclidiano (orientado) de dimensién n y I un
intervalo de R, tenemos

1. Si f, g son derivables, entonces, el producto escalar (f|g) es derivable y
igual a

(flg) = (f'l9) + (flg)

2. Si f es derivable y no se anula, entonces, tenemos que || f|| es derivable y

(15
KR

3. Si f1,..fn son derivables, entonces [fi..f,] es derivable y igual a

dal = 30 [fdjtal

1<j<n

171l =

4. Si fy..fn—1 son derivables, entonces, fi A.. A f,_1 es derivable y tenemos

Fih A fuc) = S AN A A faa

1<j<n
Consecuencias:

e Sea V un espacio vectorial euclidiano, I un intervalo abiertode Ry f : I —
e . .7 . ’ .
V una funcién derivable. La funcién f y su derivada f son ortogonales si

y solamente si la norma de f es una funcién constante.

e Sea V un espacio vectorial euclidiano de dimensiéon n, I un intervalo
abierto de Ry fi,.., fn : I — V funciones derivables. Suponemos ademas
que para cualquier ¢t € I, (f1(t),...fn(t)) sea una base ortonormal y nota-
mos M : I — R™" la funcidn a valores matriciales tal que, para cualquier

t,tenemos
(FL(®), - Fn(8) = (Fr (1), ooy Fu8))-M (1)

En estas condiciones, Vt € I, M(t) es una matriz antisimetrica.



19

Primitivacién
Sea E un espacio afin real y I un intervalo de R. Si f y oI — E son dos

funciones tal que ¢ = f, vamos a decir que ¢ es una primitiva de f y en esto
—
caso, para cualquier vector u € F,

-
ut+p:I— FE:t—u+o)

es todavia una primitiva de f. Pero al lado de las primitivas vectoriales, f admite
primitiva puntuales y ellas son las funciones:

P+yp:I—-E:t— P+

para P € £.
Sia,belysif escontinua sobre [a,b], el integral f; f esigual a

para cualquier primitiva vectorial ¢ de f, pero tambin tenemos
b e —
[Flq = F(a)F(b)

para cualquier primitiva puntual F' de f.

2.2.2 Elaboracion de una definicién de curva.

Tenemos una vaga idea que una curva en E deberia ser una funcién:
f:I1-=¢£

donde I es un intervalo abierto no-vacio de R.

Un primer defecto de esta tentativa de definicién de curva es que esta de-
masiado amplia. De hecho, segun ella, cualquier parte de £ seria una curva. En
efecto, la eleccién de una referencia en E le pone en biyecciéon con R™ donde n
es la dimensién de E. Y para cualquier parte P C R"™, hay una suryeccién:

f:R—>P

con Ry R" tienen mismo cardinal.

La intuicion cinematica nos lleva a exigir que f tiene que ser continua: un
punto movil no se mueve por saltos pero si se mueve de una posicién a otra, el
punto movil va a pasar por todas las posiciones intermediarias. Si ponemos en
nuestra definicién esta exigencia de continuidad, podemos evitar los problemas
que mencionamos ci arriba? La respuesta es no por que Peano dio al fin del
XXiesimo siglo un ejemplo de funcién continua f : [0, 1] — R? tal que su imagen
sea un cuadrado. Pero el problema es que el cuadrado es de dimensién 2 y que
para nosotros una curva tiene que ser de dimensioén 1.
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Ju fs

Figura 2.1: Ejemplo de Peano

Este ejemplo nos es dado por una funcién del siguiente tipo. Primero, defin-
imos

fi o [071]—>R2:
(0,2¢) 0<t<1/4
" £(t) = (2t —1/2,1/2) 1/4<t<1/2
- A= (1/2,3/2—2t) 1/2<t<3/4

(2t —1,0) 3/4<t<1

Definimos despues

fo ¢ [0,1] = R?%:
(4¢,0) 0<t<1/16
t = f)={ (1/4,4t—1/4) 1/16 <t <1/8

Y asi de seguida, y finalmente definimos

[ = lim f,
n—0o0
Es posible de demostrar que la succesién (fy, )nen converge uniformemente sobre
[0,1]; como cada f, es continua, f es continua también. Ademas, f tiene como
imagen [0, 1] pero no es inyectiva.
Podemos notar también que una aplicacién constante:

f:I1—=E&
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Figura 2.2:

es continua pero su imagen es constituida de un solo punto. Este vez, es de-
masiado pequeno: su dimension es cero.

La solucién para eliminar esas dos patologias es de exigir que la funcién
f no solamente sea continua pero inyectiva también. Pero esta exigencia de
inyectividad es fuerte y adveces demasiado fuerte para numeras aplicaciones.
Por ejemplo, esta condicién no es satisfecha para la funcion:

f:R— R?:t— (cost,sint)

aunque tenemos muchas ganas de poder decir que esta funciéon describo el cir-
culo unidad en E2(R). Vamos a poder salvar esta definicién de curva exigiendo
solamente inyectividad local. Tecnicamente, vamos a distinguir curvas y ar-
cos, una curva se obtiene "pegando” arcos. Pero todavia subsiste un problema.
Tenemos ganas de decir, por ejemplo, en A™(R):

f : R—>R"':t—(0,0,..,0)
g : R—R":t—(t30,0,..,0)

que esas dos funciones f y g representan el eje Ox1. Pero esas dos funciones son
diferentes. Del punto de vista cinematico, son dos movimiento diferentes pero
dos trayectorias identicas. La pregunta es de saber que cuenta: la trayectoria
o la funcién? Por ejemplo, no tenemos ganas de decir que h y k :]0,1] — R?
descrita por la figura 2 son dos curvas identicas aunque im hA=im k.

La solucién a este problema pasa por la nocién de cambio de parametros:
la funcion

9:R—R:t—1t3

es una biyeccién continua tal que g = f o ¢, lo que nos conduce a decir que
las curvas descritas por f y g son iguales pero no existe una biyeccién continua
¥ :]0,1[ — 10, 1] tal que k = h o 4.
Asi vamos a identificar f y g, es decir que podemos sumergirlos en la misma
clase de equivalencia por que existe entre ellas dos un cambio de parametros.
Ahora, podemos pasar a nuestras definiciones. Sea E un espacio afin real y
ke NU{oco}.
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Definicién 11

Sea U,V dos abiertos de R. Una aplicacion ¢ : U — V es un cambio de
parametros de clase C* o un difeomorfismo de clase C* si ¢ es biyectiva y si
oy @t son de clase C*.

Definicién 27

Una representacion parametrica de un arco de clase C* en E es una apli-
cacion f : I — &, inyectiva y de clase C*, en cual I es un intervalo abierto
no-vacio de R.

Definicién 3

Sea f:1 — &y g:U — &£ dos representaciones parametricas de arcos de
clase C*. Vamos a decir que f es equivalente a g en clase C* si existe un
difeomorfismo de clase C*,p: I — U tal que f = go .

Esta relacién de equivalencia en clase C* es manifestamiente reflejiva, si-
metrica y transitiva. Esas propiedades justifican el termino de equivalencia que
usemos en la definicién. Asi, ahora vamos a poder considerar las clases deter-
minadas por esta relaciéon de equivalencia.

Definicién 41

Un arco de clase C* en E es una clase de equivalencia de representaciones

parametricas de arcos de clase C* en E, para esta nocién de equivalencia en
clase C*.

[Definicién 5!

Una representacion parametrica de una curva de clase C* en E es una
aplicacion f : U — & donde U es un abierto no-vacio de R, tal que para cada
punto t € U, existe un intervalo abierto I tal que t € I, C U y tal que f|It sea
una representacion parametrica de arco de clase C*.

Definicién 6]

Sea f: I — &y g:U — & dos representaciones parametricas de curvas
de clase C*. Vamos a decir que f es equivalente a g en clase C* si existe un
difeomorfismo de clase C*,p: I — U tal que f = go .

Definicién 7]

Una curva de clase C* en E es una clase de equivalencia de representaciones
parametricas de curvas de clase C* en E, para esta relacién de equivalencia .

Podemos resumir esas definiciones de la siguiente manera:

e la nocién de representacién parametrica de un arco es la versién ”local”
de la nocién ”global” de representacién parametrica de una curva.

e una representacién parametrica puede ser perciba como la descripcion del
movimiento de un movil puntual y presenta un caracter ”cinematico” que
disaparece completamene por su aspecto geometrico cuando hacemos el
cociente usando las clases de equivalencia que nos conduce a las nociones
de arcos y curvas.

Definicién 8]
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El soporte de una curva es la imagen de cualquier de sus representaciones
parametricas.

[Definicién 9!
Un punto P de la curva C representada por f :U — & es dicho n-uple si
existe exactamente n valores t1...,t, € U tales que f(t1) = ... = f(tn) = P. Si

{t e U: f(t) = P} es infinito, P es dicho de orden infinito.
Asi, una curva es un arco si y solamente si todos sus puntos son sencillos.
Notas:

1. Toda representacition parametrica de clase C* es también una repre-

4 !
sentacién parametrica de clase C* con k < k.

2. Una representacién parametrica de arco de clase C* es también una rep-
resentaciéon parametrica de curva de clase C¥, el inverso no es cierto.

3. Para que f : I — & sea inyectiva, una condicién suficiente es que una de
sus componentes, en una referencia escogida, sea inyectiva. Esta condiciéon
no es necesaria.

4. Como una representacion parametrica de arco es continua y definida sobre
un intervalo, es decir una parte conexa de R, su imagen es también conexa.
Entonces, todo soporte de arco es conexo, es decir de ”una sola parte”.

5. Si f y g son dos representaciones parametricas de arcos equivalentes, el
difeomorfismo ¢ tal que f = g o ¢ es tnico como f y g son inyectivas.

6. La mayoria de las nociones que vamos a introducir son nociones locales
por lascuales la nocién de arcos es suficiente. Necesitamos la nocién de
curvas cuando vamos a estudiar nocién de naturaleza global (por ejemplo,
la nocién de longitud)

Ejemplos

1. Sea 1
f:R*—>R2:t—>(t,¥)

es una representacién parametrica de curva de clase C*°. Su soporte es la
hiperbola (figura (2.3))

H:{(x,y)ERzzscyzl}

Como este soporte no es conexo (hay un ramo en el primer cuadrante y
un otro en el tercero), es imposible de representar este hiperbola como un
arco.

2. la funcién f : R — R? : t — (0,t?) no es una representacién de curva.
De hecho, en cualquier intervalo abierto I conteniendo 0, existe dos reales
opuestos a y —a, entonces f; no es inyectiva.
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Figura 2.3:

3. Sea
f:R— R*:t— (cost,sint)

es una representacién parametrica de curva de clase C*°. Su soporte es
el circulo unidad. Aqui también, es imposible de representar este circulo
como un arco por que las exigencias de inyectividad y de definicién sobre
un intervalo abierto no pueden ser satisfecha simultanemente. Notamos
que todos los puntos de esta curva son de orden infinito.

4. Sea
fiR—R*:t— (t*+t,t* 1)
es una representacion parametrica de arco, de clase C*°. Pero ninguna

de los dos componentes de f es inyectiva. La aplicaciéon f representa la
parabola de ecuacién: 22 — 2zy + 3% — 2z — 2y = 0.

5. Las funciones
f:R—R":t—(t0,0,..,0)
g:R— R":t— (t3,0,0,..,0)
son dos representaciones parametricas de arcos de clase C*°. Como
¢:R— R:t—tY/3
o' "R>R:t—13
son dos biyecciones continua tal que f = go . f vy g son equivalentes en

clase C° pero ¢ no es derivable al origen, entonces f y g no son equivalente
de clase C.
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Figura 2.4:

Figura 2.5:

6. Las representaciones parametricas de curvas:

(t+,0) t<—m
f:R—R*:t—{ (sint,1+cost) —m<t<m
(t—m,0) t>m
y
(t+m,0) t< —m
g:R—R*:t—{ (—sint,14cost) —m<t<m
(t—m,0) t>w

tienen el mismo soporte: la reunién del eje Oz y del circulo de radio 1
centrado en (0,1). Pero del punto de vista cinematica, esas dos repre-
sentaciones parametricas no describen el mismo movimiento: para f el
soporte es recorrido de la izquierda hasta la derecha y para g, el soporte
es recorrido en el sentido contrario. Esas dos representaciones paramet-
ricas de arcos no son equivalentes: no existe una biyeccién continua y de
reciproca continua tal que podemas pasar de f a g y inversamente.

7.Siabe R,

bt
f:R— R®:t— (acost,asint, 2—)
™

. bt
g:R— R?:t— (acost, fasint,fQ—)
™
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2= b

- — s e o,

-—— - —

-t

Figura 2.6: helice circular

son dos representaciones parametricas de arcos de clase C* en R3. Como
f=gopsip: R— R:t— —t, esas dos representaciones parametricas
son equivalentes en clase C°°. El arco que representan llamado helice
circular de radio a y de paso b.

Curvas cerradas.

El circulo es el prototipo de la curva cerrada.

Definicién

una curva de clase C* en E es dicha cerrada si ella tiene una representacion
parametrica definida sobre R periodica.

Orientacién

La existencia , para la helice circular, de dos representaciones parametricas que
se deducen una del otra por el difeomorfismo ¢ — —t parece indicar que los arcos
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A
o~

Figura 2.7:

pueden ser "recorrido” en los dos sentidos. Formalisando eso, vamos a llegar a
la nocién de orientacién.

Un cambio de parametros (o difeomorfismo) entre representaciones para-
metricas de arco es una biyeccién continua de un intervalo en otro. Entonces,
tiene que ser strictamente monotono, (strictamente creciente o strictamente de-
screciente). Los cambios de parametros entre una representacién parametricas
equivalentes se comparten entonces en dos clases. Si un cambio de parametros es
ua funcioén creciente, su reciproca lo es también y la compuesta de dos cambios
de parametros crecientes es también creciente.

Definiciénl

Sea dos representaciones parametricas de arcos en E: f : 1 — £ y g :
U — & f y g son dichas equivalentes y de misma orientacion si existe un
difeomorfismo ¢ creciente tal que f = gop. Un arco orientado es una clase de
equivalencia por la relacion ”ser equivalente y de misma orientacion”.

Los dos representaciones parametricas f y g de la helice son entonces de
orientacién opuesta.

El caso de las curvas es mucho mas delicato. Consideramos primero la
funcién

1-t2 2\2
"R R%-¢ (5t —=t9)) —1<t<1
JiR= _){ (t|—1,00  t<-1,t>1

Es una representacién parametrica de curva de clase C! pero manifestamiente,
f no es inyectiva. Es interesente de representar graficamente esta curva y nat-
uralmente, tenemos ganas de declarar tal curva no orientable.

El problema con esta representaciéon parametrica es que admite dos restric-
ciones que son representaciones parametricas de arcos equivalentes pero de ori-
entaciones opuestas. Para que una curva sea orientable, necesitamos que este
problema no se presenta.

Definicionk

Vamos a decir que una representacion de curva: f:U — &£ es orientable si
cada vez que I, J C U son intervalos abiertos tales que fr y f; son representa-
ciones parametricas de arcos equivalentes, tienen la misma orientacion. Una
curva es orientable si tiene una representacion parametrica orientable.

Ejemplos:
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Figura 2.8:

1. la hiperbola dado en los ejemplos anteriores es constituada de dos arcos y

cada uno puede ser orientado de dos maneras (ver figura (2.8)).

. Observamos que

t|+t¢ [t] —¢t

R* — R*:t — | Inlt|, In|t

d (i o

que representa la reunion de los ejes Ox y Oy es orientable: hay un solo
punto doble: f(—1) = f(1) = 0, dos restricciones de f a intervalos nunca
van a ser equivalentes. Como en el caso del hiperbola, 4 orientaciones
existen.

. La situacién es igual para

g:R— R*:t— (12— 1,t(t* — 1)?)

mismo si la curvatura admite, en el punto doble, dos tangentes confonditas.

2.3 Tangentes

Como la nocién de curva, la nocién de tangente puede ser estudiada de manera
muy diversas. Euclide definio la tangente a un circulo como una linea (de su
plano) encuentrando el circulo en un punto tnico. Esta definicién es perfecta-
mente adaptada al circulo pero no puedo generalizarse a otra curva. Una analisis
mas fina nos revela que de hecho, la tangente a un circulo no lo encuentro en
un punto unico pero en un punto doble, es decir en dos puntos confondidos.



Figura 2.9:
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Figura 2.10: Definicién de la tangente

Decir que la tangente a una curva en un punto la corta en dos puntos confon-
ditos, es decir que una tangente tiene que ser la posicién limite de una secante
cuando los dos puntos de apoyo tienden uno al otro.

Entonces, sea en un espacio afin real £, un arco C representado por f : [ — &
de clase C'. Sea ty € I. Consideramos la secante a la curva, determinada por
el punto f(t9p) y por un segundo punto f(t) donde ¢t # to. Esta linea D; es

—_—
entonces determinada por el punto f(ty) y por el vector director f(¢o)f(t). El
punto f(tg) no depiende de ¢ y entonces no va a cambiar si hacemos tender ¢ a
to. El vector director va tender a cero, lo que no nos conviene. La solucion es
de "normalizar” de un manera este vector director. Lo que vamos a usar es el
vector director definido de la siguiente manera:

1 —_—
mf(t())f(t)

—_
que es paralelo a f(tg)f(t). Entonces, este vez, tenemos

. 1 = /
lim ——f(to) f(t) = f (to)
t—to t — tg
quien es diferente del vector nula en general pero necesito tomar algunas pre-
cauciones.

Definicién]

Una representacion parametrica de curva, f : U — & de clase C' es regular
entelU sif(t)#0,yreqular si [ es regular en cada real de su dominio.

Eso se aplica en particular a los representaciones parametricas de arcos de
clase C'. Observamos también que si f : U — £ y g : V — & son dos repre-
sentaciones parametricas de curvas, de clase C', equivalentes en clase C! via
@ : U — V, entonces, f es regular al punto ¢ € U si y solamente si g es reg-
ular al punto (¢). De hecho, usando la regla de derivacién de las funciones
compuestas:

’ / ’

Ft)="(g09) ) =g (o) (t)
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y ¢ (t) # 0 como ¢ es un difeomorfismo de clase C'*. Entonces,

F )£ 05 g (pt) #0

Podemos entonces definir la siguiente nocién:

Definiciénl

Sea P un punto de un arco C de clase C';C es reqular en P (o P es un
punto regular de C) si f: I — & , una representacion parametrica de clase C!
de C y t el tal que f(t) = P, f es regular en el punto t. Una curva de clase
C" es reqular si tiene una representacion parametrica reqular.

Esas definiciones que no dependen de las representaciones parametricas son
bien ”geometricas”.

Hay que notar que la ultima definicién se aplica también a los arcos. Pero
no hay sentido de hablar de una curva regular en un punto. En hecho, si
P = f(t1) = f(t2), es muy posible que f/(tl) sea nula y f/(tg) no lo es.

Regresamos a la construccion de la tangente. Tenemos ganas de definir
la tangente al arco, en un punto regular como la linea D determinada por el
punto f(tp) y el vector director f (to). Si g es una representaciéon parametrica
equivalente en clase C', f = go ¢ y la igualdad

f (to) = g ((to))¢ (to)

indica que los vectores f (to) v g (¢(to)) son paralelos de tal manera que la linea
determinada por el punto g(¢(tg)) y el vector director g (¢(to)) es nadamas la
misma linea D. Eso garantizo que la definicién siguiente es bien ”geometrica”.

Definicidnl

Sea f : I — £, una representacién parametrica de arco de clase C'. La
tangente a este arco en un punto regular f(to) es la derecha pasando por este
punto y paralelo al vector f (to).

Si en lugar de considerar un arco, hablamos de curva de clase C', la unica
dificuldad suplementaria es la perdida de la inyectividad: puede existir diferentes
valores de parametros que corresponden al mismo punto de la curva. Es entonces
posible que los diferentes arcos tienen diferentes tangentes o que uno tiene una
tangente y que el otro no lo tiene.

Ejemplo: la "estrofoida derecha” es representada por la representacion para-
metrica siguiente (figua (2.11):

1—t2 1-—1¢2
. 2.,
fR—)R t_)<at1-|-t2’a1+t2>

donde a es un real positivo no-cero. Manifestamiente, f(—1) = f(1) = (0,0): el
origen es un punto doble. Asi tenemos

, 1—42 —t*  —dat
f (t): (a (1+t2)2 ’(1+t2>2>
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Figura 2.11: Estrofoida derecha

entonces
[ = (-a,—a)
f(=1) = (-a,a)
La tangente al origen del arco representado por fr+ (o respectivamente fRi) a
entonces por ecuacién y = —z (resp. y = x).

2.3.1 Puntos singulares

No hemos definido hasta ahora la tangente en un punto singular, pero no hemos
dicho tampoco que en tal caso la tangente no existe.

Regresamos a la idea del inicio de esta seccidn, la tangente al arco C repre-
sentado por f, al punto f(to) es la derecha pasando por este punto y que admite

como vector director el limite de un multiple convenable de f(t)f(¢). En un
punto regular, metemos en frente de este vector el coeficiente 1/(t — tg) y el
limite vale f (¢9) # 0. En un punto singular, si tenemos

li 1 flto)f(t)=0
im —— =
Jim ——F(t0) 1)
eso significa que el numerador tende a cero demasiado rapidamente comparado
al denominador. Asi podemos probar de replazar eso por una potencia mas
grande de (¢t — tg).

Haciendo la hipotesis que en 3 una de las derivadas de orden superior de f
sea no-cero. Notamos p el orden de la primera derivada no-cero en tg (p > 2,
como suponemos que el punto es singular). Entonces, el polinomio de Taylor de
orden p de f alrededor de tq es

(p)
10 = st0) + E 00— oy
y F® (t)
. 1 [N . P)(ty
Jim s F0)f () = Jim =2 # 0
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Asi vamos a definir la tangente a C' en f(¢9) la derecha pasando por f(to) y
admitiendo f®)(t) como vector director.

En el caso de las curvas planas, los puntos singulares pueden ser clasificados
de la siguiente manera.

Sea C un arco plano, representado por f : I — R?. Suponemos que en tg, f
admite dos derivados de orden superior linealmente independientes. Sea como
en el caso anterior,p el orden de la primera derivada no-cero en tg, sea q el orden
de la derivada quien en t( es linealmente independiente de f®)(ty) (¢ > p > 2).
Asi, R = (f(to); £ (to), fD(to)) es una referencial. El polinomio de Taylor de
orden ¢q de f en ty es

Ty f(t) = f(to) + f(pjjfto)(t —to)? + f(q;gto)(t —tp)?

El arco C* representado por Tt% f(t) es una buena aproximacién de C al
vecino de f(¢p). Si notamos z y y/ los coordenadas en la referencia R,

* @ = (t - tO)p/p!
“= { Y = (t— to)1/g!

Usando esas ecuaciones, podemos ver el comportamiento de C* y entonces de C'
en el vecino del punto f(tp): cuatro casos pueden presentarse en funcién de la
paridad de p y ¢. De hecho, un exponiente par significa que la coordenada cor-
respondiente va a tomar solamente valores postivos y a contrario, un exponiente
impar significa que los dos signos van a aparecer:

1. si p es impar y ¢ par: el punto singular es llamado ”"meplat”

2. si py ¢ son los dos impares, el punto singular es llamado infleccién ( a
notar que un punto regular puede ser también un punto de infleccién)

3. sipespary qimpar, el punto singular es llamado un ”retroceso de primer
tipo”

4. si py ¢ son los dos pares, el punto singular es llamada ”retroceso de
segundo tipo”. En este caso, T} f(t) no es una representacién de arco ni
mismo de curva por que T3 f(to + At) = T} f(t — At) para cualquier At.
Graficamente, eso corresponde a una curva que regresa sobre sus pasos.

2.4 Ecuacion implicita de las curvas planas

La experiencia nos aprende que las curvas en A%(R) pueden ser descrita por
ecuaciones implicitas de la forma siguiente:

F(z,y)=0
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. p 1lmpar 9 p impar
. q par '

¢ impar

3. { r Ppar

Figura 2.12: Puntos singulares
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Pero cualquier ecuacién F(z,y) = 0 no necesariamente va a describir una curva.
Por ejemplo,

2 2
(lzl =1+ [lz] =17+ (lyl =1+ lly[ = 1)) =0

describo el cuadrado [—1,1] x [~1,1] € R?, lo que es demasiado ”"grande” para
poder ser considerado como una curva. Y a contrario, la ecuacion

2> +y*=0

tiene como solucién el punto (0, 0), lo que es demasiado ”pequeno” para ser una
curva.

El teorema de las funciones implicitas va a darnos las condiciones suficientes
para que una ecuacién implicita describo una curva. Sea F de R?> en R y
(a,b) € dom F tal que F(a,b) = 0. Llamamos explicitacién local de y en
funcién de z, a partir de la relacién F(x,y) = 0, en la vecindad del punto (a, b),
una funcién ¢ : I — J donde I es un intervalo abierto conteniando a y J un
intervalo conteniendo b tal que

(Ve el)(Vy e J)y=yp(x) & Fa,y) =0 (2.6)
Introduciendo el conjunto de los ceros de F'
Z(F) ={(z,y) €dom F : F(z,y) =0}
y el grafico de ¢
Go={(z,y) e I X R:y = ()}
La condicién (2.6) se reescribo G, = Z(F)N(I x J). El teorema de las funciones
implicita puede enunciarse:

[Teorema de las funciones implicitas: |
Sea F una funcién de R* en R y (a,b) € dom F. Si

1. F(a,b)=0
2. F tiene en el vecindad de (a,b) derivades parciales continuas.
3. O2F(a,b) # 0

Entonces, existe una explicitacion local de clase C* , ¢ : I — J de y en
funcion de x, a partir de la relacion F(x,y) = 0, en la vecindad de (a,b):
ademas, para cualquier x € I, tenemos

/ O F(z,o(x
ey Pl
0o F (x, ()
Cuando los hipotesis del teorema de las funciones implicitas son satisfechas,

podemos representar en la vecindad de (a,b) el conjunto de los (z,y) tales que
F(z,y) = 0 por la funcién @

O:1— R*:t— (t,0(t))
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Figura 2.13: Teorema de las funciones implicitas.

Esta aplicacién ® es inyectiva por que su primera componente lo es y derivable
sobre I. Es entonces bien una representacion parametrica de arco. Entonces,

Z(FYN (I x J)

es bien el soporte del arco.
Si, en (a,b),las condiciones (1) y (2) del teorema de las funciones implicitas
no son satisfechas, asi que

01 F(a,b) #0, (2.7)
va a ser posible de explicitar z = ¥(y), ¥ es una funcién derivable tal que

b B F(Y(y),y)
V(@) = =5 F ).y

Y asi obtenemos localmente una representacién parametrica del tipo
U:J— Rt — (U(t),1)
Convenemos de llamar punto sencillo por F' un punto que satisface (1) y (2) asi

que (3) y (2.7). Asi demostramos que

Proposicién: Sea F de R? en R. Cualquier punto sencillo por F admite un
vecindad V tal que

{(z,y) € dom F : F(z,y) =0} NV

sea el soporte de un arco.

Un punto (a,b) € dom F tal qe F(a,b) = 01 F(a,b) = 2F(a,b) = 0 es dicho
punto multiple de F'. No vamos a estudiar los puntos multiples. Vamos sola-
mente mencionar que esos puntos multiples son muchas veces, pero no siempre,
relacionado a ”particularidades” del conjunto de los ceros de F.
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Si (a,b) € dom F satisface (1),(2) y (3) , tenemos en la vecindad de este
punto, un arco C' de representacién parametrica ® : t — (¢, p(t)). La tangente
T al arco en (a,b) admite como vector director:

®'(a) = (1,9 (a))
0@

0y F(a, b))

O también
v = (02F(a,b),—01F(a,b))

que es proporcional a ® (a). Si son las condiciones (1),(2) y (2.7) que son satis-
fechas, tenemos la representacién parametrica ¢ : t — (U(¢),t) y

/

¥ (b)

Il
—~
E‘\
—~
=
~
—_
~—

La tangente T" admite en los dos casos la siguiente ecuaciéon parametrica:

T x =a+ A2 F(a,b)
| y=b—X01F(a,b)

y su ecuacién cartesiana:
T =01F(a,b)(x —a)+ 0 F(a,b)(y —a) =0

Ejemplos:

1. Consideramos la ecuacién del elipse C' = (x/a)? + (y/b)?> = 1 sobre la
forma de F'(z,y) =0:

F:R? = R:(2,y) — (v/a)’ + (y/b)> — 1
Entonces, tenemos

O F (2,y) = 22/a>
Do F (z,7) = 2y/b?
El sistema F(z,y) = 1 F(z,y) = 02F(z,y) = 0 es incompatible. En-

tonces, todos los puntos de C son sencillos por F. Si (zg, %) es un punto
de C, la tangente en este punto es igual a

2x0 2y0
T= ?(x—xo)—i—bj(y—yo) =0
Lo Yo
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Figura 2.14: Lemniscate de Bernouilli

2. Consideramos ahora un hiperbola H = (z/a)? — (y/b)? =1 = F(x,y) =0
si

F:R? = R:(a,y) — (¢/a)’ - (y/)> — 1
Entonces, tenemos

OLF(z,y) = 22/a®
O F (2,y) = —2y/b?
De misma manera que el ejemplo anterior, el sistema F'(x,y) = 01 F(x,y) =

02 F (z,y) = 0 es incompatible. Entonces, todos los puntos de H son sen-
cillos por F'. Si (zg,yo) es un punto de H, la tangente en este punto es

igual a
2 0 2y0
T= a—g(x — o) — b—Q(y —Yo) =
To Yo 1
- ﬁx B b_2y

3. Consideramos ahora la hiperbola degenerada en dos derechas secantes H =
(x/a)? — (y/b)? = 0= F(z,y) = 0 si

F:R?> = R:(z,y) — (v/a)® — (y/b)?
Entonces,

O F(z,y) = 2x/a?

o F(z,y) = —2y/b°
el sistema F(z,y) = O1F(z,y) = 02F(x,y) = 0 tiene la solucién (z,y) =
(0,0): el origen quien es el punto de interseccién de los dos derechas el

cuales se descompone la hiperbola es un punto multiple por F'. Los otros
puntos de H son sencillos por F.

4. El ”lemniscate” de Bernouilli es la curva de ecuacion:
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Figura 2.15: Envolvente de una familia de curvas

B=(2%+y%)? = a2 — )
donde a es un real positivo no-cero. Sea

F:R*— R:(z,y) — (2® + ) = a’(a® — )
entonces, tenemos

O F (2,y) = 22(22% + 2y — a?)?
Do F(x,y) = 2y(2x* + 2y* + a?)?

el sistema F(z,y) = O1F(x,y) = 02F(x,y) = 0 tiene la solucién (z,y) =
(0,0): el origen es un punto multiple por F, los otros puntos son puntos
sencillos por F. Como en el caso de la hiperbola degenerada, la intu-
icion sugere que deberiamos necesitar dos arcos y no solamente uno para
representar el ”comportamiento” de la lemniscate alrededor del origen.

2.5 Envolvente de una familia de curvas planas

Vamos a empezar con un ejemplo.

Un arma de fuego puede disparar su proyectil en el plan vertical Oxz bajo
diversos dngulos de disparo, pero siempre con la misma velocidad inicial. A cada
posicién del arma corresponde una trayectoria del proyectil que es una parabola
si despreciamos la resistencia del aire. Todas esas parabolas occupan un region
del plan Ozxz. Cual es esta region? O para decirlo de otra manera, cuales son
los puntos que puede tocar el arma. Esta region tiene como frontera una curva
que tiene la particularidad de ser tangente a cada de las parabolas, es decir que
su tangente en cada punto es la misma que la tangente a la parabola. Eso nos
conduce a la siguiente definicion:

Definicién: |

Sea U un abierto de R y F = (Cy)ucv una familia de curvas planas regu-
lares. Vamos a llamar envolvente de F una curva plana reqular A que admite
una representacion parametrica f : V. — R2? por lacual eriste una funcion
w : V. — U suryectiva, localmente inyectiva y continua tal que , para cualquier
t € V, tenemos
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L. f(t) es un punto de C, )

2. En este punto, A y Cyy) tienen la misma tangente.
Notas:

1. La funciéon w indica a cual de las curvas de la familia F la envolvente
es tangente en el punto de parametro t. En funcién de eso, las hipotesis
hechas sobre w aparecen naturales:

e decir que w es suryectiva, es decir que A tiene un punto comun con
cada curvas C,.

e decir que w es localmente inyectiva ( es decir que para cualquier
t € V, existe un intervalo abierto I que contiene ¢ y contenido en V'
tal que fr sea inyectiva), es decir que dos puntos vecinos distinctos
de A son sobre dos curvas Cy, y C» con u # u'. Eso impedo que una
curva de F (o un arco de tal curva) sea parte de la envolvente.

e decir que w es continua, es decir que dos puntos vecinos de la envol-
vente tienen que estar sobre dos curvas Cy, y C, con u ”vecino” a

’

u .

2. En el caso lo mas sencillo, es posible de encontrar para A una repre-
sentacién parametrica f : U — R? de dominio U y de tomar w = Iy;. En
muchos otros casos, eso no es posible

Proposicion:
Sea C' un arco plano regqular, si F es la familia de las tangentes a C,
entonces C' es la envolvente de F.

La demostracién de esta proposicion es evidente.

Para hallar la envolvente de una familia de curvas, podemos usar el siguiente
teorema:
[Teorema (de las ecuaciones de Liebniz)]

Sea F una funcion de R® en R de clase C'. Suponemos que para cualquier
u en un intervalo abierto U de R, la ecuacion F(x,y;u) = 0 describo una curva
reqular C,,. Si la familia F = (Cy)ueu tiene una envolvente A, representado
por f:V — R? de clase C' con w:V — U derivable, entonces, los puntos de
A son soluciones del sistema

F(z,y;u) =0
{ Os3F (x,y;u) =0 (2:8)

Esas dos ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Leibniz. Ellas de-
scriben una parte P del plano que contiene A. Eliminar u entre los dos ecua-
cions nos da una ecuacién implicita de P. Resolver el sistema explicitamente en
x y y en funcién de u nos da una representacion parametrica de P.
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Figura 2.16:

Tenemos que repetir que las ecuaciones de Liebnitz da solamente una condicién
necesaria para que (z,y) pertenece a la envolvente. Dicho de otra manera, el
conjunto descrito por las Ec.(2.8) contiene la envolvente pero puede contener
también puntos ”parasitos”. Por ejemplo, si los puntos del arco representado
por g : I — R? son todos puntos multiples de las curvas C,,, entonces, satisfacen
también las Ec.(2.8). Puede pasar también que para un valor ug € U, tenemos
O5F(z,y;u) = 0 en cada punto de C,,. En tal caso, la curva C,, es parte del
conjunto de las soluciones de las ecuaciones de Liebniz.

Ejemplos:

1. La ecuacién 22 — 32 = 0 describo una hiperbola H, degenerada en dos
derechas de ecuaciones y = x y y = —x. Notamos H,, el imagen de Hy por
translacién de vector (u,0) (u € R). Es evidente que tal familia de curvas
no admite una envolvente. Pero si aplicamos las ecuaciones de Liebniz,
tenemos

H, = (z —u)? —y*
F(z,y;u) = 0= (z —u)* -y
OsF(z,y;u)=0=x—u

Eliminando u, obtenemos como solucién del sistema de ecuaciones el eje
Oz de ecuacion y = 0. Eso es debido al hecho que el origen es un punto
multiple de Hy y (u,0) un punto multiple de Hy: el eje Oz es el lugar de
los puntos multiples de las hiperbolas H,,.

2. Consideramos la parabola Py de ecuacién y = z? asi que sus imagen

P, por la translacién de vector (u?,0). La parabola P, es tangente, en
el punto (u3,0) al eje Ox: este es entonces la envolvente de la familia
(Py)uer- Como P, tiene como ecuacién y = (z —u?)?, podemos hallar las
ecuaciones de Liebniz y obtenemos (ver figura (2.16):

u?(z —u?)?2 =0

{ y— (@2 =0

La eliminacién de u nos da como solucién y = 0 y y = 22, que describo
la, envolvente y la parabola Py. La razon de eso es que la funcién v — u?
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presenta un punto estacionario en 0 lo que hace que , en la familia (P,) ,
la parabola P, es estacionaria.

. Sea la familia (Cy).er de curvas donde C, = y = u(z — u)?. Cuando

u # 0, Cy es una parabola de eje vertical y de vertice (u,0) y Cy = Ox.
La eliminacion de u entre los dos ecuaciones de Liebniz :

y—u(z—u)?=0
{ (x —3u)(r—u)=0
nos da como soluciéon y = 0y y = 2%3:3. La primera solucién describo
Oz que es una de las curvas de la familia. La pregunta es ahora de saber
si esta solucién es una solucién parasita o no? La respuesta es que el eje
Oz es parte de la envolvente como en cada de sus puntos, excepto en el
origen, el eje Ox es tangente a una de las parabolas y que al origen, es
tangente a el mismo.

. Regresamos al ejemplo inicial. Escogimos una referencia ortonormal con

origen la posicién del arma y escogimos el eje Oz como eje horizontal.
Notamos ¢ el angulo entre Ox y la direccién de disparo y v la velocidad
inicial del proyectil. El vector velocidad inicial de este proyectil es entonces
(vcosp,vsinp) y el movimiento es descrito por las siguientes ecuaciones

x = (vcosp)t
y = (vsinp)t — 3gt*

Obtenemos una ecuacion implicita de la trayectoria eliminando t:

2
y:tamp.x—g< x )
2 \vcosy

Poniendo u = tan ¢, esta ultima ecuacién puede reescribirse como

Y =ur — 2’#(1 + u?)2?

Las ecuaciones de Liebniz son entonces iguales a:

{ y:ux—%(l—i—uQ)xQ

x—%xQZO

Lo que admiten como soluciones:
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Figura 2.18: Parabola de seguridad

La primera solucién esta describiendo el origen: es un punto parasito. Y
la envolvente tiene como ecuacién

1 v?  gx?
Y=3 g v2
es una parabola de eje Oy. Los artilleros llaman la parabola de seguridad:
el exterior de esta parabola es a cubierto de los disparos.

2.6 Rectificacion o longitud de un arco

A partir de esta seccion, vamos a estudiar las curvas del punto de vista métrico.
Eso significa que nos plazamos en un espacio euclidiano FE.
Antes de poder hallar la longitud de un arco, tenemos que primero definirlo.
La idea es la siguiente: sabemos que la longitud de un segmento (abierto o
cerrado) es:
L(IAB]) = L(JAB]) = d(A, B)

y entonces sabemos lo que es la longitud de una linea rota [AgA;|U...U[4,_14,] :

n

L([AoA1] U .. U[Ap_14,)) = > d(Ag_1, Ay)
k=1

Por un arco, tenemos ganas de decir que su longitud es acercada por la longitud
de una linea roto inscrita y que la aproximacion es mejor si cada uno de los
segmentos de esta linea rota es lo mas corto posible. De alla, la idea de definir
la longitud de un arco como el limite de la longitud de lineas rotas inscritas.
Pero, el concepto de limite que necesitamos es muy pesado: necesitamos una
limite portando sobre el nimero n de segmentos y sobre un nimero variable de
puntos intermediarios. Una mejor idea es de usar la desigualdad triangular y
que si introducimos mas puntos intermediarios la longitud de la linea rota va a
aumentar. Asi podemos definir la longitud de un arco como el supremum de las
longitudes de las lineas rotas inscritas.

Si un arco es representado por f: I — &, una linea rota inscrita es determi-
nada por una lista (ug,u1,...,u,) en I y decir que la linea rota [f(uo)f(ul)] U
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Figura 2.19: Longitud de un arco

U [f(un—1)f(un)] no regresa por atras, es decir que esta lista es strictamente
creciente: uy < uq < ... < up,. Vamos a notar I(<) el conjunto de esas listas:

1<) = U {(uo,ul,...,un) eIt iug<u < ... < un}
neN

Dado una lista u = (ug, u1, ..., un) € 1<), notamos I(f,«) la longitud de la linea
rota inscrita [ f(ugyf(u1)] U ... U [f (un—1)f(un)] que ella determina:

Vamos a notar

Lema:

Si f y g son dos representaciones paramtricas de arco equivalente, entonces
L(f) = L(g)-

Asi podemos definir ahora la longitud de un arco:

Definiciénl

Sea C un arco en un espacio euclidiano E, representada por f:1 — &E; C
es dicha rectificable si L(f) es mayorado. En tal caso, su supremum es llamado
longitud de C':

L(C) = sup £(f)

Ejemplos:

1. Vamos a estudiar la linea AB, A y B son dos puntos de un espacio euclid-
iano. Podemos usar la representacion parametrica:

f:R—>5:t—>A+tA—B)
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Figura 2.20: Curva de Koch

Por u = (ug, u1, ..., un) € R(<) | tenemos
1(f,u) = (un —uo)d(A, B)
Y entonces,
L(f) = {(un —uo)d(A,B) : ug < un} =R}
Esto conjunto no es mayorado y entonces la linea no es mesurable.

. Un ejemplo de arco acotado no rectificable nos es dado por la curva de
Koch. Empezamos con un segmento |AE[ y cambiamos el tercero central
|BD] por los dos lados |BC|[ y |CD[ de un tridngulo equilateral de base
|BD]. Sea C la linea rota |AB[U|BC[U]CD[U]DE]. Reiteramos esta
operacion, replazando cada de los 4 segmentos por una linea rota como
hecho en la primera etapa. Eso nos da una linea rota C5 y de nuevo vamos
a aplicar el mismo proceso a este curva y asi de seguida. La curva de Koch
C es el limite de la sucesién de curvas (Cy, C1, ...) asi construida. Sea I la
longitud de JAE[. Entonces, cada curva C,, es una linea rota inscrita en C
y su longitud es (4/3)"1. Como sup,,¢x(4/3)"l = 0o, C no es rectificable.

. Sea C' una curva cerrada, descrita por la representacién parametrica f :
I — &, periodica de periodo p. Si fjo [ es una representacién parametrica
de arco, definimos la longitud de C' como la longitud de este arco. Por
ejemplo, el circulo centrado en el origen y de radio a en E?(R) tiene como
representaciéon parametrica:

f:R— R*:t— (acost,asint)
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Y|B

Figura 2.21:

Esta representacion parametrica es una representacion parametrica de
curva pero no de arco. El periodo de f es 2m. Sea entonces

9= fio2n 10,20 = R?: t — (acost,asint)
representando C;. Por definicién

L(C) = L(CY)

La nocién de longitud de un arco satisface las propiedades usuales asociados
a la nociéon de distancia. Por ejemplo, tenemos la propiedad de additividad de
las longitudes de dos arcos. Es el contenido de la proposicién siguiente:

Proposicién:

Sea f: I — & una representacion parametrica de un arco C y sea P = f(r)
un punto de este arco. Definimos Iy = {tel:t<r} y b ={tel:t>r}
y fr = fr,. Sea Cy el arco representado por fi. En esas condiciones,C es
rectificable si y solamente si C} o son rectificables y en este caso tenemos

L(C) = L(C1) + L(Cy)

Consecuencia: Si un arco C es rectificable, cualquier sub-arco C' de C es
rectificable y L(C') < L(C).
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La proposicién anterior nos sugere como definir la longitud de una curva:
es suficiente de decomponer esta curva en arcos disjuntos y de addicionar las
longitudes.

Pero hasta ahora, tenemos una buena definicién de la longitud de un arco
pero no muy util por un calculo pratico. Es el objeto de la siguiente proposiciéon
de darnos un metodo pratico de calculo de la longitud de un arco.

Proposicion:

Sea C un arco de clase C' en un espacio euclidiano E, representado por

f I — &E. En esas condiciones, C es rectificable si y solamente si fI Hf'

o= [ ]
I
Demostracién:

Vamos a demostrar solamente la mitad de la proposicién. Suponemos que

converge y en este caso,

7

1|

la lista u = (ug, U1, ..., un) € I(<), tenemos

4 . . . . .
f H converge. Consideramos una linea rota inscrita en C, determinada por

-

) = 3 [P )|
k=1

n Uk ,
/ /
Uk—1

X

kzl
< ;/u s
b
< /If'

Entonces, L(f) es mayorado por [; Hf/ H y entonces C' es rectificable y L(C) <

I |#

Ejemplos:

1. Hallamos la longitud del circulo definido en el ejemplo anterior:

’

f () = (—asint,acost)

y entonces,

y entonces,
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2. la "conchoespirale” es la curva espacial representada por
f:R— R®:t— (cfcost,e'sint, e)

Podemos verificar que esta curva es dibujada sobre la capa superior del

cono de ecuacién z2 = 22 + y2. Hallamos la longitud del arco C de
conchoespirale compresa entre el vertice del cono y el plano horizontal de
lado 1.

f (t) = (e'(cost — sint), e’ (cost + sint), ef)
y entonces,

Jrof - v

Como f3(t) < 1 siy solamente si t < 0, el arco a medir es representado
por la funcién g = fr+ y tenemos

L(C’)/Ri

3. La longitude de la lemniscate de Bernouilli:

/.« (asint(sin®t —3) a(l —sin¢)
J= ( (1+sin?t)2 " (1 + sin? t)2)

9l(t)H
=3

Entonces,

ol

Y la longitud de la lemniscate es igual a

2 dt
0 +/1+sin’t
L()”

V2T
~ 5.24a

L(B)=a

=a

2.7 Representaciones normales

Sea E un espacio euclidiano

Definiciéni

Una representacion parametrica de curva f : 1 — & es dicha normal si es
de clase C' y si Hf/‘ =1

Usando la proposiciéon anterior, eso significa que para cualquier a,b € I, si
C' es el arco de curva representado por f, tenemos

L(C) = |b - al
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P=it) ¢

absc. curv. = C(P;\P) >0
\ " absc. curv. = 0
absc. curv. = —L(PP’) <0

Figura 2.22: Abscisa curvilinea

Para decirlo de otra manera, una representacién parametrica es normal si y
solamente el parametro esta mediando la longitud del arco, contada a partir de
un punto de la curva, escogido como origen.

2.7.1 Abscisa curvilinea.

Sea C un arco orientado de clase C!, representado por f : I — &, escogimos
un punto Py = f(tp) como origen y convenemos de llamar abscisa curvilinea
de un punto P = f(t) la longitud L(PyP) sit > to y el opuesto de esta longitud
sit <to.

Ponemos

t
J:I—>R:t—>0(t)5/ Hf/
to

Asi, o(t) es la a/bscisa curvilinea del punto f(t), que t sea ipferior o superior a
to. Entonces, 0 = ||fZH > 0y o es creciente. Ademas, o no es igual a cero
sobre un intervalo, otramente f seria una funcién constante sobre este intervalo
y no seria inyectiva. Entonces, o es strictamente creciente. Si J =im o, o
es una biyeccién de I sobre J de clase C''. Su reciproca es continua pero no
necesariamente derivable. Con estas condiciones, el compuesto

J— 1l ¢

es una representaciéon parametrica de C de clase C° equivalente a f en clase C°
(y de misma orientacién que f). La notamos f:J — €&.

. !’
Si ademas, f es regular, como f nunca se anula porque

) =

1 —1
= ——o00
R T

o oo~

La reciproca o ~! es también de clase C':o es entonces un difeomorfismo de clase



Cly

o1

J o= (fooV)
= (foo V)oY

foot

o oo~ 1

floot

1]l
’

de tal manera que

o U_l

LS
| - an'n
It

171
=1

/

o 0_1

lo que nos demostro que f es una representacién normal.

Ejemplos:

1.

Sea k € R, la funcién
f:R— R*:t— (eMcost, e sint)

es una representacién parametrica regular de la espirale logaritmica. En-
tonces,

’

f(t) = (" (kcost —sint), e (ksint + cost))

- i

Entonces si tomamos el punto (1,0) = f(0) por origen de las abscisas

curvilineas:
¢
o= | |
0

t
= \/k2—|—1/ ek dr
0

vk +1
— Lk—’—(ekt —-1)

o (s) = lln <k5 + 1)
ok \VEZF1

;

Y entonces,
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Una representacion parametrica normal de la espirale logaritmica es igual
a

f=foo ':R— R?

s — <<k5+1) cos (lln (]%Jrl))
Vk2+1 k vk2+1

<7k3 + 1) sin (1111 (71“8 + 1)))
VT POV

Pero podemos tomar otro punto de origen. En particular podemos tomar
el punto 0 = lim;,_, f(¢) como origen de las abscisas curvilineas. En tal

caso, obtenemos:
t ’
o= [ |s
—o0

k2+1
_ k+ oht

F=foo':R— R?
(=)o)
() (1 ()

. Consideramos en E?(R) la parabola semi-cubica representada por (ver

figura (2.23):

1,1
‘R—R*:t— (=%, =17
f (515t
Esta funcién es una representaciéon parametrica de un arco de clase C'*°

pero no es regular porque f (0) = 0. De hecho, f'(t) = (¢,2) Hf

[t| 1+ t2. Asi si tomamos el punto O = f(0) como origen de las abscisas
curvilinea, tenemos

:R—R: t—>a

1
= gsgn(t) ((1 + t2)3/2 - 1)
La reciproca de esta biyeccion es
c':R—R:s— 0o !(s)

o 1 (s) = sgn(t)\/(1+3|s))2/3 -1
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(P

Figura 2.23: representaciones de primero la espiral logaritmica y de la parabola
semi-cubica

\/

que no es derivable en O. Composando f con o~ !, obtenemos una repre-
sentacion parametrica:

f=fooc ':R—R?

s (; (1 +31sh?* - 1),

sgn(s) ({1 + 3]sl)?/* - 1)3/2)

esta representacién parametrica es equivalente a f en clase CcO pero no es
derivable en 0. Entonces, f no es una representacién parametrica normal.
Pero f Rt O [r- son representacion parametrica norma equivalente a fr-

en clase C°.

2.7.2 Vector tangente.

Sea C' un arco orientado regular. Tiene una representacién parametrica normal
’

f:J — &. En cualquier punto f(s), la derivada f (s) es un vector unitario.
Este VG/CtOl" es el vector tangente al arco en el punto considerado. Lo notamos
T=7.

El vector tangente se calcula muy facilmente a partir de la representacion
parametrica no necesariamente normal. Si f : I — £ es una representacion
parametrica regular de C, perteneciendo a la orientacién escogida, f = foo ™!,
entonces tenemos

!
- f -1

t = 557 00
171l

Observemos que si cambiamos la orientacién de C, el vector tangente es cambi-
ado por su opuesto.
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2.8 Curvas planas (curvatura)

Vamos ahora estudiar las curvas en el plan euclidiano orientado E7 (R).

2.8.1 Vector normal.

Si P es un punto regular de un arco C' en E3 (R), este admite en P una tangente

T. Existe una y una sola derecha ortogonal a T en P, lo Hangr)los la normal

a C en P. Si C es orientado, tiene un vector tangente en P, ¢ , llamamos el
— - =

vector norma a C en P el vector m tal que (¢, n') sea una base ortonormal

directa.

Notas:

Consideramos, sobre la curva C' determinada por la ecuacién implicita F'(z,y) =
0, un punto P = (a, b) sencillo por F. Vimos anterioramente que v = (92 F(a,b), —01 F(a, b))
es un vector director de la tangente a C en P. El vector u = (01 F(a,b), 02 F(a, b))

es ortogonal a v, entonces es el vector director de la normal N a C en P. Asi
tenemos,

_ x=a+ N01F(a,b)
No= {y:b—i—)\agF(a,b)
0 F(a,b).(x —a) = 01F(a,b).(y — b)

2.8.2 Curvatura.

El encanto de las curvas es de ser curva. Una curva no curva es nadamas que
una recta.

La idea de inicio es que nuestra nocién de curvatura tiene que traducir las
variaciones de direccién de la curva. Para determinar la direccién de la curva,
podemos usar el vector tangente si una orientacién fue escogida. De hecho, el
vector tangente es un vector unitario. Entonces, no cambia en norma, solamente
va a cambiar en direccién y estudiar sus variaciones de direccién es igual a
estudiar las variaciones del vector tangente. Pero en funcién de cual parametro
podemos representarlo? Queremos una nocién geometrica, no cinematica. FEn
lugar de usar un parametro cualquiera, vamos a usar como parametro la abscisa
curvilinea que es algo intrinseco a la curva. En fin, para medir las variaciones
del vector tangente, lo mas natural que usar es usar la nocién de derivada. Asi
vamos a definir la nocién de curvatura de la siguiente manera:

Definicién]

Sea C un arco plano orientado con una representacion parametrica normal
f: I — R? de clase C%. Vamos a llamar el vector de curvatura de C' la derivada

_n

— . —
del vector tangente t , es decir el vector k = f .

o —
Podemos notar que f Lf , es decir que k 1¢. El vector curvatura es
entonces normal a la curva. Ademas, usando un polinomio de Taylor de order
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Figura 2.24:

Figura 2.25:
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2 en la vecindad del punto de parametro sy, tenemos

"

Tls) = Flso)+ (s = s0)T (s0) + 55 = 50)°F (s0)
= Flso) + (s — s0) T (s0) + %(s — 50)2 (s0)

o ==
Si f (so) # 0, eso significa que para s vecino de sg, la proyeccién de f(sg)f(s)

sobre la normal es de mismo sentido que f (so): entonces, el vector de curvatura
es orientado en el sentido de la concavidad de la curva.

Definiciéni
Sea C un arco orientado con una representacion parametrica normal f : [ —
R? de clase C?. Vamos a llamar curvatura (escalar) de C' la funcién k: I — R

=
. . .

tal que k = k. Sila curvatura no es cero, el radio de curvatura es el inverso
de su valor absoluto, lo notaremos p.

Asi, tenemos

-
o« n=(KIT) = [T %]
o sik#0,p=1/|x| :1/H?H

Si k # 0, el punto de la normal, del lado de la concavidad del arco, situado
a una distancia p del punto corriente es llamado centro de curvatura y puede
escribirse como

1
OEP—F,OQ?:P—F*W
K

El circulo centrado en este punto y de radio p es llamado circulo osculator , es
el circulo que se acerca lo mejor a la curva en la vecindad del punto considerado.

Si cambiamos la orientacién del arco, el vector tangente cambia de sentido
y en consecuencia, también el vector normal. El vector de curvatura no es
cambiado por que su sentido es el sentido de la concavidad de la curva. En
consecuencia, la curvatura escalar cambia de signo pero ni el radio de curvatura,
ni el centro de curvatura ni el circulo osculator son afectados.

El cambio de signo de la curvatura escalar corresponde a la observacion que
cuando percorremos un camino,lo que es una curva derecha para ir se transforma,
en curva izquierda por el regreso.

Es posible de dar una caracterizacién del centro de curvatura que puede
ayudar a dar otra luz sobre la nocién de curvatura .

Proposicion:

el centro de curvatura de un arco reqular de clase C? es el limite del punto
de interseccion de dos normales vecinas.

No vamos a demostrar este teorema pero recomendamos al lector a tratar
de hacerlo.



o7

Figura 2.26:

2.8.3 Formulas de Frenet.

. g - —
Por definicién , tenemos ¢t = kn’, entonces, tenemos

s —

n =-—kt
En resumen, tenemos
—> —
t =kKkn
—/ —
n =-—kt

Esas relaciones son las formulas de Serret-Frenet planas y puede reescribir como

2.8.4 La evoluta.

El lugar de los centros de curvatura de una curva C' es una nueva curva D
llamada la evoluta de C. C es también llamada la involuta de D.

Sea una representaciéon parametrica normal f : I — £ de C, la evoluta D de
la curva C' es entonces representada por

-1
g=f+-n:1—R?
K
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Figura 2.27:

y usando las relaciones de Serret-Frenet, tenemos

La evoluta tiene dos propiedades importantes:

Proposicion:

Sea C un arco plano de clase C? con curvatura no-cero, la evoluta de C' es
la envolvente de la familia de las normales a C.

Proposicion:

Sea C un arco plano de clase C? con curvatura monotona y no-cero. La lon-
gitud de un arco de la evoluta de C entre dos puntos es igual a el valor absoluto
de la diferencia de los radios de curvatura de C' en los puntos correspondiente.

La demostracién la dejamos como ejercicio.

Usamos hasta ahora el hipotesis que la curvatura es monotona. De una
manera, eso es la situacién general. En un punto en la vecindad del cual la
curvatura es creciente , el arco entra en su circulo osculator y si la curvatura
es decreciente, el arco sale de su circulo osculator. En absencia de informacion
sobre la orientacién, el arco pasa a traves de su circulo osculator.

En un punto donde la curvatura pasa por un maximo, el arco queda local-
mente al exterior del circulo osculator. Y queda a dentro en un punto que es
un minimo de la curvatura. Los puntos en cuales la curvatura es extremal son
llamados vertices del arco. A un vertice de la curva corresponde a un retroceso
de su evoluta.

Cualguier curve cerrada conveza de clase C? tiene al menos 4 vertices.

2.8.5 Calculo practico de la curvatura.

Sea f una representaciéon parametrica de clase C2. Entonces, f = foo ™! es

una representacién parametrica normal. Usando los resultados anteriores que

?:7 :—f 00'_1

11
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En otro termino, tenemos

J=(Tea)|f
entonces,
;o= e |[f |+ T e | s
/12 — e
= (Woa)(ﬁoa)Hf H +(tOU)Hf H
Y
[f/,f”] - [(?oa)’f’ ,(Wog)(mg)‘f/’2+(?00)Hfm
= [(?oa)’f/ ,(ﬁoo)(noa)‘f’r]
- (7)) o) I
= oo |7
Sea,
sl
e

O si f1 vy f2 son las coordenados de f en una referencia ortonormal directa,

ro ’o
f1f2 _f2f1 -1
TorE

2.9 Curvas espaciales (triedro de Frenet)

Esta seccion va a ser dedicada a las curvas espaciales es decir las curvas en el
espacio euclidiano tridimensional orientado E? (R).

El vector curvatura de tal curva se defino de manera analago al caso de
curvas planas:

Definicidni
Sea C un arco espacial, con f : R — R3 como representacién parametrica
normal de clase C?. Llamamos vector de curvatura de C' la derivada del vector

N . — _
tangente t , es decir el vector k = f .
. . . Le s . . .
Notamos que si cambiamos la orientaciéon, ¢ cambio de signo y s cambio

i

de signo. Entonces, k queda igual. Pero, contrariamente al caso de las curvas
. . . —

planas, no podemos definir el vector normal exigiendo que ( ¢, 7) sea una

=
base ortonormal directa. De hecho, k& es un vector ortogonal a t como este
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es de norma constante. Ademas, en la vecindad del punto de abscisa curvilinea
S0, tenemos

f(s) ~ F(so)+(s—s0) T
~  T(s0)+(s—s0) T

=|

(s0)

Suponemos que ?(so) # 0, entonces, al orden 2, f(s) esta en el plano deter-
minado por el punto f(sg) y los dos vectores directores 7(50) y ?(50). Este
plano es llamado plano osculator a C en f(sg) y es un plan que localmente
7 contie_n)e” lo mas la curva. _

Si k # 0, de todos los vectores unitarios ortogonales a t , es natural de
¥
— N - .
que es la curvatura escalar, tenemos k =kn y k= (k|7n). Es importante
de notar que la curvatura espacial es siempre positiva, por definicién. La recta
determinada por el punto f y el vector director 7 es llamado normal principal
a C en el punto considerado.

Para reperar la direccién del plan osculator, podemos usar un vector normal

— - - . .
escoger como vector normal el vector W = k / H k H Si definimos k =

3,
a este plan. A este fin, introducimos el vector b definido de la siguiente manera:

-

N
b=t AN

que vamos a llamar vector binormal. La recta determinada por el punto f y
el vector director 7 es llamado la binormal a C en el punto considerado.

El triplet de vectors ( T, 77?) es llamado el triedro de Frenet (o de
Serret-Frenet) de la curva o también el triedro movil. Podemos adicionar a
este triplet el punto corriente f sobre C' para obtener la referencia movil
(o referencia de Serret-Frenet) ( f T W,?). La tangente , la normal
principal la binormal son los ejes de coordenadas de esta referencia.

Vamos a decir ahora unas palabras del caso de curvatura nula. Eso puede
pasarse por un punto o sobre todo un intervalo.

Proposicion:

Un arco es un segmento de recta si y solamente si su curvatura es nula en
cada punto.

Cuando la curvatura se anula en un punto, no hay ningun razon ” geometrica”
para escoger como vector normal uno o un otro de la infinidad de vectores
unitarios ortogonales al vector tangente. El tinico criterio que podemos usar es
de naturaleza diferente: vamos a tratar de definir un vector normal que sea,
como se puede, una funcién continua. Los siguientes ejemplos van a dar una
idea de lo que es posible y de lo que no es posible.

Ejemplos:
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Figura 2.28:

1. Sea C el arco orientado representado por

1
k:R—>R3:t—>(t,§t3,0)

Como k'(t) = (1,2,0), el vector tangent en el punto k(t) es

o) = o=

C es un arco plano. Usando las convenciones de los paragrafos anteriores,
tenemos como vector normal:

(1,£%,0)

1
V1I4td

Pero cuando vemos C' como un arco espacial, el vector normal tiene que
ser dirigido en el sentido de la concavidad: entonces, tenemos

(_tQa 1) O)

1 2
—t%,1,0) t>0
Ao =1 A o o
Vo (5 —1L0) <
Para t = 0, es decir el origen, la curvatura se anula (para justificarlo mejor
esperar las herramientas al fin de esta seccién), entonces, el vector normal
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no puede ser calculado normando el vector de curvatura y como ademas,
tenemos

lim 7 (o(t)) = (0,1,0) # (0,—1,0) = lim 7 (o(t))

t—O+ t—O~
Asi es imposible de definir 7 (0(0)) por continuidad.

2. Sea

f:R—R%:

(oo [ rome) g [l (o= [ eoi))
s— | =|s+ cost’dt | , — sint’dt, = | s — cost°dt
(o [onte) [l ]

Esta aplicacién es una representacion parametrica de arco de clase C'*°
visto que para culaquier s,

+ _ (1 sy 1.3l 3
f—(2(1+coss),\/§sms,2(1 CoS § ))

Entonces,

lo que significa que f es una representacién normal. Entonces,

— 3 3 3 3 .
?(s) =f = (252 sin %, —s% cos s°, 552 sins‘s)

V2

La curvatura se anula en s = 0. En este punto, el vector tangente es
(1,0,0) pero como
N
k (s)
k(s)

sin s%)

n(s) =

N |
= (——=sins’,coss’, —

( V2 V2
lim 7' (s) = (0,1,0)

s—0

Asi podemos completar la definicién de 7 (s) en s = 0 por

7 (0) = (0,1,0)
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2.9.1 Torsién

Una curvatura de Ei (R) en general no es contenida en un plan. Su plan oscu-
lator cambia con el punto corriente.

Deseamos "medir” la manera de distinguir una curva izquierda de una curva
derecha. Vamos a hacerlo estudiando las variaciones del plano osculator o mas
sencillamente del vector binormal que determina su direcciéon. El parametro
usando va a ser el abscisa curvilinea.

Definicién]

Sea C un arco espacial orientado, con f: I — R> una representacién para-
metrica normal de clase C3. Llamamos vector torsién de C la derivada del

’

. —
vector binormal T = b .

— —
N
Como b es un vector constante en norma, b 1 7. Ademas, tenemos

hndi
7 = 7

= (T A7)

= TAT+EAT
hd ’

= EATAH AT

= A7

- — -, = — =
por que k y 7 son paralelos. Entonces, ¢ L7 y los vectores (m y7 ) son

paralelos. Ademas, tenemos

— —

T =—Tn
donde 7 es una funcién escalar llamada torsion de la curva. Otra manera de
definirlo es

r=—(7I7)

Hay que notar que la torsiéon puede ser positiva como negativa. El signo —
fue introducido para que el signo de la torsion de la helice circular:

r =acost
y =asint
z=0bt

(a > 0) sea el signo de b. Asi los tornillos o los sacacorchos ordinarios son de
torsion positiva.

Notas:
=
Como (b |7n) =0, tenemos
0 = (o7
= (FI)+ ()
= =—(F[W)= (b7
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o ——

Figura 2.29: Primera figura representa una helice izquierda b < 0 (torsién neg-
ativa)y la segunda figura (a la derecha) representa una helice derecha (b > 0)
(torsién positiva

Las formulas de Serret-Frenet expresan las derivadas de los tres vectores del
triedro local:

— —
t =Kkn
7 —
W =—kt+7b
— N
b =—1n
O sobre forma matricial:
— —_— — — 0 -k 0
(t,n,b) =(t,n,b)[ x 0 -7
0 7 0

2.9.2 Proyecciones de la curva sobre los planos del triedro
movil.

Consideramos, sobre una curva C' de clase C® un punto Py en cual ninguno de
la curvatura o de la torsion se anula. Podemos suponer que C' es representada
por una representacién parametrica normal f y tal que ?(30) = F,. Vamos a
acercarnos de f usando su polinomios de Taylor de orden 3 en so. Por eso,
primero, podemos notar que

111

~|
I
=|
I
=
3|
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o1 . i — .
Y para facilitar las notaciones, vamos notar to = t (sg). Asi para s cerca de
S0,

_ _ 7 s — s 2 s— s 3
f(s) = f(so)+(s—=s0)f (s0) + %f (s0) + %f (s0)
—  (s—380)?% _ (s—s0)? o= —
= P+ (S — So)to + Tlﬁono + T (—I{Oto + Kgno + KQTQbQ)
o3
= P+ ((s—so)—mg% to +
(s — 80)? (s —80)3 (s —s0)3 —
(TKO + HOT TT()) + TKQT@Z)Q
RY a3
~ P+ (s— so)t_o) + W/‘ion—)o + %H(ﬂ'@%

si nos limitamos al termino dominante en el coeficiente de cada vector. Lla-
mamos f* la ultima approximacién,

(s=50)?, ., (5= 50

_
> 5 KoTobo

F5(s) = P+ (s — s0)to +

. . ’ — 5 T ’ ’
Trabajamos en la referencia de Frenet R = (Pp; to,ng, bp) y notamos z ,y y
’ . .7
z las coordenadas en esta referencia. FEn tal caso, la expresiéon de f* puede
reescribirse como
S — 8o
* _ (3_30)2
R/f (5) - 2 Ko
(s—50)°
6 RoTo
Localmente, alrededor de P la curva C* representada por f* es una buena
aproximacién de C.

e Notamos C,s. la proyeccién de C' sobre su plano osculator en P. Esta
proyeccién coincide de muy cerca con la proyeccion Cj,. de C* sobre el

plano osculator que admite como representaciéon parametrica:

2

(s = 50)” 73

fi i R—R:s— fr (S)EPJr(sfso)t_g)Jr 5

osc osc

. ’
Usando otras palabras, tenemos que C, . es descrita en R por

osc
’

T =5— 5q

4 (s—s0)2

y:/ 2 Ko
z =0

o también por las ecuaciones implicitas:

r_1 2
Y = 5K0Z
!

z =0
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y' Coxc 2! z

Figura 2.31:

e Notamos C,, la proyeccion de C sobre su plan normal en P. Esta
proyeccién coincide de muy cerca con la proyeccién Cy, . de C* sobre
el plano normal que admite como representacién parametrica:

(s = 50) oS+ (s = s0)

-
5 5 KoTobo

foor 1 R— R s — fr,(s) =P+

. ’
Usando otras palabras, tenemos que C}: . es descrita en R por
’
z =0
" _ (s=s0)?

Ko
2
— (3—30)3
- 6

)
z/

KoTo

o también por las ecuaciones implicitas:

2.9.3 Calculo practico de la curvatura y de la torsion.

En la pratica, las curvas no son siempre dadas por sus representaciones nor-
males. Vamos a ver como expresar la curvatura y la torsiéon a partir de una



representacién parametrica f cualquiera de clase C3.

fo= foo
;- Genl]
= (Toa).Hf/H
£= @ oa|f |+ Toor|r|
= oolwoo) |/ +(Too)|f]
2z ! ! 3 ' ' ’
o= (w OU)(,{OU)Hf H +(Moo)(k oa)Hf H +
2w eorwon|| 7| + T eor]
= —(Ton ool |[f [+ oo)xoo)ron)|f H

(] - oo s

| )

noa (li oo) Hf H +3(koo) Hf HHf/H>+

(b o)(koo)(roo) Hf H

Entonces,
FAf = (Boo)woo|r|
[7ns] = woorlr [
= (koo)= Hf N H
Tl
Finalmente, tenemos
A
oo
[Falk
Ademas, tenemos
[ = A

worrreo ||
s ireo

71+ Teos]

zeoiiolf el ool
(too
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de tal manera que tenemos por la torsién:

_rr]
TV
LT

T = ! " 2 o 0-
(FARAWAS
Como consecuencia de esos resultados, tenemos los dos propiedades siguientes:
Proposicion:
. . / " . . .
la curvatura es nula si y solamente si f y f son linealmente independiente.
Proposicion:

. . ’ "
Si la curvatura no es nula, el plan osculator admite f y f como vectores
directores.



Capitulo 3

Superficie

De la misma manera que nuestra intuicién inicial de una curva es un pedazo
de recta real, deformada y sumergida en un espacio euclidiano, vamos esen-
cialmente pensar las superficies como pedazos del plan R? etirados, curvados y
torcidos... Es decir que las superficies van a estar estudiadas via representaciones
parametricas.

Como en el capitulo anterior, vamos a distinguir las propiedades afines de
las superficies (como la nocién de curvas trazadas sobre una superficie , plan
tangent, ...) y las propiedades metricas (area de una porcién de superficie, la
primera forma fundamental y los multiples aspectos de la curvatura).

Al final de este capitulo, vamos a describir dos categorias de superficies
particulares pero muy importantes para las aplicaciones: superficies arregladas
y superficies de revolucién.

3.1 Definiciones

Antes de todo, tenemos que definir las partes de R™ destinadas a jugar, en un
espacio de dimension cualquiera, el papel de los intervalos abiertos de la linea
real.

Definicioni

Una parte U C R™ es llamada conexa si y solamente si cada vez que Uy, Uy C
R™ son abiertos disjuntos tales que Uy UUy D U, sea Uy DU y Uy = 0, sea
Uy, DU y U = 0.

Notas:

b2

1. el "sea...sea...” excluye U = ) de los conexos.

2. el marco natural de esta definicién es un curso de topologia general. La
idea de base es que un abierto conexo es "de uno solo pedazo”. Por
ejemplo, en R? | R? el mismo, R?\ {(0,0)},]—1,1[ x ]—1,1[ son conexos.
R*xRo D;UD_ noloson (si Dy designo el disco abierto de radio 1 y de

69
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centro (£2,0)). De hecho, en el primer caso, podemos tomar U; = R* X R
y U2 = R} x R. En el segundo caso, podemos tomar Uy 2 = D4.

Proposicion:

Una parte abierta de R es conexa si y solamente si esta parte es un intervalo
no-vacio.

Proposicion:

Un abierto U es conexo si y solamente si dos cualquiera de sus puntos son
ligados por una linea rota contenida en U.

Ahora vamos a dar las definiciones de superficies que son praticamente una
copia de las definiciones correspondientes para las curvas. Sea F un espacio afin
real y sea k un niimero intero.

Definiciéni
Sea U y V dos abiertos de R?,p : U — V es un difeomorfismo de clase C*
si @ es biyectiva y si @ y o~ son de clase C*.

Definiciéni
Una representacion parametrica de una sabana' de clase C* en E es una
aplicacion f: U — & inyectiva y de clase C* con U un abierto conexo de R?.

Definiciéni

Dos representaciones parametricas de sabana de clase C* en E, f: U — &
y g:V — & son dichas equivalentes en clase C* si existe un difeomorfismo de
clase C*,o: U — V tal que f =go .

Definiciéni

Una superficie de clase C* en E es una clase de equivalencia de representa-
ciones parametricas de sabana de clase C* en E por la equivalencia en clase
C*.

Definicion: |

Una representacion parametrica de superficie de clase C* en E es una apli-
cacion f : U — & donde U es un abierto no-vacio de R? tal que para cada
(u,v) € U, existe un abierto conexo Ug, ) tal que (u,v) € Upy,y € U y que
fug.., €s una representacion parametrica de sabana de clase C* en E.

Definiciéni

Dos representaciones parametricas de superficies de clase C* en E, f : U —
Eyg:V — & son dichas equivalentes en clase C* si existe un difeomorfismo
de clase C* o :U — V tal que f = go .

Notas:

Es un poco fastidioso de repetir definiciones tan cerca a las definiciones del
capitulo anterior. De hecho, podriamos integrar todas esas nociones en una
nocién mas general, la nocién de variedad de dimensién n de clase C*¥ en un
espacio afin real: n = 1 para una curva y n = 2 para una superficie. Preferimos
evitarlo para que el discurso no sea demasiado abstracto desde el inicio.

Lotro termino que puede usarse en lugar de sabana es "hoja de superficie”.
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f(u,v)

X

Figura 3.1:

Ejemplos:

. La paraboloida hiperbolica Q = z = 2? — y2. Para obtener una repre-
sentacién parametrica, lo mas sencillo es de tomar z y y por parametros.
Asi obtenemos:

f:R? — R?: (u,v) — (u,v,u® —v?)
y es una representacién parametrica de sabana de clase C°.

. Para representar la esfera de radio R centrado en el origen, queremos usar

f:R?— R?: (u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

Pero para obtener el polo Norte N deberiamos dar a f argumentos u =
w/2 4 2kw (k € Z) y v cualquiera. Pero f no es inyectiva sobre ningun
vecindad de tal punto. Asi no va a ser posible de esta manera de repre-
sentar la esfera con una representacion parametrica de sabana.

Pero,

m T
hil=5%

(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

[X]*’]T,’/T[HRSZ

es inyectiva y representa la esfera privada de un meridian que pasa por
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. El cono de ecuacion z

(=R,0,0). De misma manera,
T

fi]-53

(u,v) = (=R cosucosv, Rsinu, Rcosusinv)

{X]*W,T([HR?’:

es inyectiva y representa la esfera privada del arco del ecuator que va de
(0,—R,0) a (0, R,0). Entonces,

. | T T

5

filu,v+7) v<0

(u,v) = { folu,v—m) v>0

[ x (]—27,0[U]0,27[) — R :

es una representacion parametrica de superficie describiendo toda la esfera.

. Otra representacion parametrica de superficie describiendo la esfera es :

g*:R*xR— R®:

21n |u| 2v In? ju| + 0% — 1

2 » 7 2 7Sgn(u)2—
In®ju| +v2+1 In"|u] + 02+ 1 In® |u| +v2 +1

(o) =

la restriccién de g a R* x R (resp. R* x R) es una representacion para-
metrica de sabana de la esfera privado del polo norte (resp. polo sur).

2 = 22 4+ y? deberia poder representarse por

f:R*— R®: (u,v) — (ucosv,usinv,u)

Pero esta funcién no es inyectiva, entonces no es una representacion para-
metrica de sabana. Pero la pregunta es de saber si es una representacion
parametrica de superficie. Si ug > 0,el punto (ug,vp) admite una vecin-
dad abierto conexo R’ X |vg — 7, vg + 7| sobre cual la restriccién de f es
inyectiva. De la misma manera si up < 0. Pero cerca del punto (0,vg)
no podemos encontrar una vecindad abierta sobre cual la restriccion de
f sea inyectiva. En conclusién, f no puede ser una representacion para-
metrica de superficie. Para representar la sabana superior, de ecuacién
z = y/x2 4+ y2, lo mas sencillo es de tomar z y y como parametros, es
decir usar la representacion parametrica de sabana:

g R? — R3: (u,v) — (u,v, V02 + u?)

De la misma manera , para la sabana inferior, tenemos como representa-
cion parametrica de sabana:

g R? — R3: (u,v) — (u,v, =02 + u?)
Para representar todo el cono, una solucién es de combinar g :

g:R*xR— R%:

(u,v) — (In|u|,v, sgn(u)\/In? |u| + v2
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vy R? U
R 9, £,
——o——o— >
Vv t
u
Figura 3.2:

como el dominio de g no es conexo, no es una representacion parametrica
de sabana pero es solamente una representacién parametrica de superficie.
Ademas, g no es derivable, entonces es una representacién parametrica de
superficie de clase C°.

3.2 Curvas sobre una superficie

Sea una superficie S representada por f : U — £. Para trazar una curva C
sobre S, podemos primero trazar el abierto U de R2, via g : V — U donde V
es un abierto de R y despues considerar la composicion: fog:V — &.

Definiciénl
la curva representada por h :' V. — & es dicha trazada sobre la superficie
representado por f:U — & si existe g:V — U tal que h= fog.

Notas:

1. si tenemos cambios de parametros (difeomorfismos) ¢ tal que f = fopy
1) tal que h = h o v ,entonces definiendo

g=wpogoy! (3.1)

tenemos

fog=hoyp '=h

la nocién de curva trazada sobre una superficie no dependie entonces de las
representaciones parametricas. Asi podemps reexpresar la relacién (3.1)
usando el diagrama siguiente:

Vv —9 U
L Ly
V. —9 U

A notar que este diagrama es conmutativo.

2. Si f es una representacién parametrica de sabana, para una representaciéon
parametrica h de curva trazada sobre la sabana, la funcién g tal que
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v B
4N U
/ ~ V=
/ e
/
d " £
~
/\—-/
~
U = Ug
u

Figura 3.3:

h = f o g es unica. De hecho, una aplicacién f : U — X es inyectiva si y
solamente si para cualquier aplicaciones g,g : V — U,

fog=fog =g=yg

3.2.1 Coordenadas curvilineas.

Parmi todas las curvas trazadas en el abierto U, hay en particular las curvas
u =constante que admite representaciones parametricas de la siguiente forma:

ug : Lug = U 1t — (ug,t)

donde wg es fijoy I,, = {t € R: (ug,t) € U}. Haciendo la composicién de
esas representaciones parametricas con una representaciones parametricas de
superficie f:U — &, obtenemos las curvas de parametros v (o curvas de
coordenadas curvilineas o curvas u =constante).

La curva de parametro v correspondiendo a u = ug admite entonces como
representacién parametrica:

fog’uo:-[uo_)g:t_}f(u()ﬂt)

Podemos hacer igual con el otro parametro.
El punto f(u,v) de la sabana representada por f : U — £ es a veces llamada
punto de coordenadas curvilineas (u,v).

Ejemplos:
1. En el caso de
N 3.
f.} > 2[ R— R
(u,v) — (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)
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que representa la esfera de radio R centrada en el origen, privada de sus
dos polos, las curvas de parametros v son representaciones parametricas
de la forma:

o guy: R— R

t — (Rcosugcost, Rcosugsint, Rsinug)

son los paralelos. Las curvas de parametros u que tienen como representa-
ciones parametricas:

T

SEEY
fO 0 2 2

t — (Rcostcosvg, Rcostsinvg, Rsint)

son los meridianos.

2. Para representar el grafico de una funciéon de dos variables, otramente
dicho la superficie Gy de ecuacién z = f(z,y) en E*(R) lo mas sencillo
es de tomar x y y como parametros. Asi obtenemos la representaciéon
parametrica:

f:dom f — R?: (u,v) = (u,v, f(u,v))

Un tal representacién parametrica es dicha representaciéon parametrica de
Monge. Las curvas de coordenadas son sencillamente las secciones de Gy
por los planos paralelos a Oxz de una parte y a Oyz de otra parte.

3.3 Planos tangentes

Sea S una sabana de clase C' en E, representada por f : U — & y sea P =
f(ug,v0) un punto de S.

Sea C un arco de clase C'! trazado sobre S pasando por P, C es representado
por h = fogcon g: I — U donde I es un intervalo abierto de R. Como P es
un punto de C, existe tg € I, tal que g(to) = (ug,vo)-

Nos interesamos a la tangente a C' en P. Su direccién es determinada por el
vector director:

h/(to) = (fog)/(to)
01 f(9(t0))-91 (to) + B2 f(9(t0))-ga(to)

Este vector director es una combinacién lineal de 0y f(ug, vo) y Oaf (uo,vo). Si
esos dos ultimos vectores son linealmente independientes, van a determinar la di-
reccién del plano 7 que contiene la tangente a C' en P. Como esto razonamiento
puede ser usado para cualquier curva regular trazada sobre S y pasando por
P, podemos afirmar que las tangentes a todas esas curvas son contenidas en el
plano 7. Por eso, este plano va a llamarse plano tangente a S en P.
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Figura 3.4:

Primero, vamos a averiguar que esta definicién no depiende de la repre-
sentacion parametrica.

Sea f : U — & una representacién parametrica de clase C! de la sabana S,
equivalente a f en clase C! via el cambio de parametros ¢ : U — U:

f=Ffop

Asi, si (ug, vo) = ¢(ug, vo),

01 f (uo,vo) = 01 f(tg, Vo).011(ug, vo) + G2 f (1o, Vo).0102(uo, Vo)

02 f (uo,v0) = 02 f (o, Vo).02¢1 (1o, vo) + 2 f (o, Vo)-022(uo, vo)

En otro termino,

Jf(UQ, 110) = Jf(ﬂo, 170).J§0(U0, Uo)

_( fi Oafa
J =
f <a1f2 52f2>
es la matriz jacobiana de f.

Como el cambio de parametros es biyectivo, J¢ es una matriz regular, lo que

hay como consecuencia que 9 f (g, V) y 92 f (g, Vo) son linealmente independi-
entes si y solamente si 91 f(ug, vg) y 92 f (ug, vg) son linealmente independientes.

Ademas, 01 f(ug,v0) y O2f(up,vo) de una parte, y 81f(170,50) y 62?(%,%) de
otra parte, engendran el mismo plano vectorial. Asi la definicién siguiente tiene
sentido:

[Definiciént

Un punto de sabana de clase C' en un espacio afin real E es dicho regular
si en este punto, las derivadas parciales de la representacion parametrica son
linealmente independiente. Un punto no-regular es dicho singular. Una sabana
es dicha regqular si es de clase C* y si todos sus puntos son requlares.

donde
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Ejemplos:
El plano de ecuacién z = zy de A3(R) puede ser representado en clase C*
por
f:R> = R®: (u,v) — (u+v,v 2)

Entonces,

o f(u,v) = (1,0,0)
5‘2f(u,v) = (1,31}2,0)

Esos vectores son siempre diferentes de cero y son linealmente independientes
si y solamente si v # 0. Los puntos f(u,0) = (u,0, z) es entonces singulares.
Pero es claro que este plan admite igualmente la representacién parametrica
siguiente
g:R?* — R®: (u,v) — (u,v, 2)

que es de clase C' al menos y es facil de averiguar que g es regular. Entonces,
f v g no son equivalente en clase C!, lo que puede verificarse facilmente pero
son equivalente en clase CO.

Definicidn

El plano tangente a una sabana S de clase C' en un punto reqular P es el
plano afin pasando por este punto y paralelo a las derivadas parciales de una
representacion parametrica, lo notamos TpS . Cualquier vector perteneciendo
a las direcciones de este plano son declarado vectores tangente a la sabana en el
punto dado.

Ejemplos:

1. la paraboloida hiperbolica de ecuacién: z = z? — y? admite la repre-
sentacién
f:R? — R?: (u,v) — (u,v,u® —v?)

que es una representacién parametrica de sabana de clase C*°. Entonces,
tenemos

01 f(u,v) = (1,0, 2u)
02 f (u,v) = (0,1,20)

que son dos vectores linealmente independientes para cualquier valor de
(u,v), entonces, cualquier punto de la paraboloida hiperbolica es regular.
En el punto de parametro (a,b), el plan tangente tiene como ecuaciones
parametricas
r=a+u
y=b+wv
2z =a% — b% + 2au — 2bv

y de ecuacién cartesiana:

z = 2ax — 2by — a® + b?
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2. La hiperboloida tiene una sabana de ecuacién z2 + y? — 22 = 1 admite
como representacién parametrica de superficie de clase C*°:

f:R*— R3:

(u,v) — (coshu cos v, coshusinv, sinh u)
Hallamos

01 f(u,v) = (sinh u coswv, sinh u sin v, cosh w)

02 f(u,v) = (— coshusin v, cosh u cos u, 0)

Es facil de convincerse que esos dos vectores son linealmentes independientes
para cualquier valores de u y v. Con eso podemos calcular facilmente la ecuaciéon
parametrica del plano tangente en el punto de parametros (u,v).

Proposicion:

Sea P un punto reqular de una sabana S de clase C', las tangentes a P
(P punto reqular de S) a todas las curvas de clase C' trazadas sobre S son
contenidas en el plano tangente a S en P.

Notas:
Como caso particular, es importante de notar que , en el punto de parametro
(’LLO, ’1}0)7

e el vector 9y f(ug,vg) es un vector director de la tangente a la curva v = vg.

e el vector s f (ug,vo) es un vector director de la tangente a la curva u = ug.

Ahora vamos a dar un lema tecnico que va a ser util en el futuro:

Lema:
Sea P un punto regular de una sabana S de clase C*. Para cualquier vector

w tangente a S en P, existe una curva trazada sobre S representada por h de
clase C! tal que h(0) =P y h (0) = w.

3.3.1 Orientacién.

Sea ¢ : U — V un cambio de parametros de clase C''. Tenemos entonces la
siguiente matriz jacobiana de (:

O1p1 D21
J =
7 ( O1p2 D202 )

y como recuedramos en la seccién anterior, esta matriz es regular en cualquier
punto de U. Vamos a decir que ¢ preserva la orientacién (resp. invertir
la orientacién) si y solamente si det(Jp) > O(resp. det(Jy) < 0).

Ejemplos:
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1. La biyeccién ¢ : R x R — R*: (u,v) — (Inu,v) preserva su jacobiano.
De hecho, su jacobiana es igual a

w5 1)

y su determinante es strictamente positivo sobre el dominio de definicién

de .
2. El intercambio de parametros es realisado por la biyeccién:
p:U—=V:(u,v)— (v,u)

que es un cambio de parametros de clase C'°°. La matriz jacobiana es

0 1
de determinante igual a —1. Este cambio de parametros invertio la ori-
entacion.

Definicién]

Dos representaciones parametricas de sabana de clase C* en E , f : U — €
y g:V — & son equivalentes y de misma orientacion si existe un cambio de
parametros preservando la orientacion tal que ¢ : U —V : f =go .

Definiciéni

Una sabana orientada de clase C' es una clase de equivalencia de repre-
sentacion parametrica de sabana en clase C* por la relacion "ser equivalente y
de la misma orientacion”.

Sea entonces, f : U — & y g : V — & dos representaciones parametricas
regulares y equivalentes en clase C! via ¢ : f = go . En esta condicién,
tenemos

Jf=(Jgoyp)Jp

Entonces, la matriz jacobiana es la matriz de cambio de base de la base Jg a la
base Jf :

Jo =(1g0p) (1) s
Asi podemos escribir la siguiente proposicién:
Proposicion:
Sea f:U —Eyg:V — & dos representaciones parametricas de una sabana
en E equivalente en clase C'. Esas dos representaciones parametricas son de
misma orientacion (resp. de orientacién opuesta) si y solamente si las bases

Jf y Jg de la direccion del plano tangente son de misma orientacion (resp. de
orientacidn opuesta,).
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3.4 Area

El problema de la definicién de la area de una sabana mas dificil de lo que parece.
Hasta el XIX siglo, la opinién estubo que estubo suficiente de considerar el limite
del area de una superficie poliedrica inscrita, haciendo tender a cero los lados de
las diferentes caras, de manera analoga a lo que se hecho para definir la longitud
de un arco. Pero en 1880, Schwarz enseno un contra-ejemplo. Fue finalmente
Lebesgue en su tesis de doctorado que resolvio este problema (1902).

En pratica, para el calculo del area, vamos a usar la siguiente proposiciéon
que vamos a admitir sin demostracién:

Proposicion:
Sea S una sabana representada por f : U — R3, de clase C'. En esas
condiciones, podemos calcular la area de S si y solamente si

/[ 1es nun

converge y en este caso, la area de S es igual a el valor del integral.
Ejemplo:
la funcién
T
fo 53

(u,v) — (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

|:X]—7T,7T[—>R31

representa la esfera de radio R centrada en el origen. Tenemos

O f(u,v) = (—Rsinucosv,—Rsinusinv, Rcosu)
Oaf(u,v) = (—Rcosusinv, Rcosucosu,0)
Y entonces,
[01f A O2f| =

2

H (—R? cos® ucos v, —R? cos® usin v, — R? sin u cos ) ||

= R%cosu

La integral doble de la proposicién vale entonces

/ / 100F A B f]| = 4r B2
—m/2<u<n /2 J —n<v<m

3.5 Vector normal

Si S es una sabana regular orientada dada por una representacién parametrica
f de clase C*, los vectores 0, f y Oof son tangentes a S, entonces, el vector
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O1f AN Oof es en cada punto de S normal al plano tangente a S. FEl vector
unitario correspondiente :
7 _ alf A 82f
[01f N O]l

no depiende de la representacién parametrica escogida ( en la misma orientacién
que f). Este vector se llama vector normal a S.

Hay que notar que si cambiamos la orientacion escogida por la orientaciéon
opuesta, el vector normal es cambiado por su opuesto. Escoger una orientaciéon
de una sabana regular es entonces igualmente escoger un vector normal unitario
en cada punto de la sabana, este vector normal es una funcién continua de los
parametros.

Cuando en lugar de trabajar sobre la sabana, trabajamos sobre una super-
ficie, una tal eleccién puede no ser posible. Si tal eleccién es posible, vamos a
decir que la superficie es orientable. Dos ejemplos famosos de superficies no-
orientable son la cinta de Mo6bius y la botella de Klein que tienen en los dos
casos solamente una cara.

3.6 Primera forma fundamental

Sea S una sabana regular. Si queremos estudiar arcos trazados sobre S, es claro
que podemos usar las tecnicas que vimos en el capitulo anterior, es decir ignorar
completamente que esos arcos estan trazados sobre S. Pero probablemente no
es el acercamiento lo mas adecuado.

Sea f: U — R3. una representacién parametrica de S de clase C'. Consid-
eramos un arco C' trazado sobre S representado por h = fog donde g: I — U
es de clase C*.

Sea dos puntos a < b de I . Vimos en el capitulo anterior que la longitude
del arco C' entre los puntos A = h(a) y B = h(b) es igual a

/]
= [|ea

/1 H(ﬁlf ©9).g1 + (0o f Og)-géH

L

d

La funcion a integrar es entonces la norma del vector tales que sus componentes,
. .7 ’ /

en la base J f o g de la direccién del plan tangente son ¢g; v go. En general, esta

base no es ortonormal. Si nos recuedemos que

(u|v) = (eu)t-Ge-e'U
donde G, es la matriz representando el producto escalar en la base e :

(erler) -+ (eilen)
G, — . .

(eniel) (enien)
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Figura 3.5:
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Figura 3.6: cinta de Mdbius y la botella de Klein

Entonces, aqui tenemos,
_ rot (Ouflonf)  (01f1021) o 9/
- wgl %) (( (@2f101f)  (2f1021) ) 9) ' ( i )

L—/I\/(gigé)-(GJfog)(Zi)

Y si introducimos la matriz,

Gy = ( Ouf10Lf) (D1 f]02) ) _ ( EF )

H(fog)/)

(G2f100f)  (02f102f) F G

Los tres elementos E, F,G son los productos escalares, dos a dos , de las
derivadas parciales de la representacién parametrica. Asi es importante de notar
que no son constantes pero son funciones definidas sobre U.

Naturalemente, Gy, matriz del producto escalar, es positiva y definida y
entonces su determinante es strictamente positivo:

detGyp=EG —F?>0

Ademas, esta expresién admite una interpretacién geometrica interesante: de
hecho, el determinante de Gy es el determinante de Gram de Jf. Entonces,
tenemos

det G p = 101f A Do f|)?

Entonces, podemos reescribir la definicién del vector normal sobre la forma:

7 _ a1]6/\82f
" VEG — F2
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y el integral doble para dar el area de un pedazo de superficie como

[ | i

Definicién]

La primera forma fundamental en un punto de S es la forma cuadratica
asociada a la forma bilineal simetrica obtenida restringiendo el producto escalar
de E3(R) a la direccion del plano tangente a S en P.

La direccién g del plano tangente 7 es el sub-espacio vectorial de R? en-
gendrado por 0;2f. En este base, la restriccién a my del producto escalar de
E3(R) es representada por la matriz G .

Si las componentes en la base (81 f,92f) de un vector tangente son («, 3)%,
el imagen de este vector por la primera forma fundamental es entonces,

(o B)Gys(u,v) < g > = E(u,v)a? + 2F (u,v)af + G(u,v) 3>

que vamos a notar
I(u,v) (aa ﬂ)

Usualmente notamos esas componentes (o, 3)! como (du,dv)’ y de omitir los
argumentos (u,v). Asi la siguiente notacién es muy comun:

I(du, dv) = Bdu* + 2Fdudv + Gdv?

Consideramos ahora una segunda representacién parametrica de S:_ f: U—
R3 equivalente a f via el cambio de parametro ¢ (es decir que f = f o ¢. Sea

E = (01f101f), F = 01f10:f) y G = (02|02 f) y
E F
GﬁZ(ﬁ é)

Jf=(Jfog).Jy

Otramente dicho, Jy es la matriz de cambio de base de Jfo ¢ hasta Jf. En
consecuencia, las matrices G5y G 7 representando el producto escalar de esas
bases son relacionados por

Gy =(Jo)' (G 509).d¢

entonces, tenemos

3.7 Curvatura normal (triedro de Darboux, se-
gunda forma fundamental)
Sea C una sabana regular orientada, representada por f : U — R3 de clase C2.

Sea C' un arco, trazado sobre S representado por h = fogcon g: I — U de
clase C2.
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En el capitulo anterior, vimos como hallar la curvatura de C' como arco
espacial pero es también importante de estudiar la curvatura de C' como arco
trazado sobre S.

Consideramos de hecho alguien caminando derecho en frente de el, en linea
recta. Como el se esta moviendo sobre la tierra que suponemos aqui esferica, su
trayectoria no puede ser una linea recta: es en realidad un gran circulo.

Como el movimiento puede aparecer rectilinea? Es que la tierra es tan
poco curvada que la asimilamos a su plan tangente en el punto donde estamos.
Cuando decimos que nos muevemos en linea recta es que nuestra trayectoria no
tiene curvatura en el plano tangente.

Cuando estudiamos un arco trazado sobre una sabana, parece entonces in-
teresante de descomponer su curvatura en una componente en la direccion del
plan tangente (su curvatura geodesica) y una componente en la direccion de
la normal (su curvatura normal). Ahora vamos a estudiar esta ultima.

Definicién]

Si C' es un arco regular de clase C? trazado sobre una sabana regular orien-
tada de clase C?, la curvatura normal de C es el producto escalar del vector de
curvatura de C' y del vector normal a S.

Sea f, una representacion parametrica de S 'y h = f o g una representacién
parametrica de C. Asi, tenemos

linz(?ocﬂﬂ)og)

donde o es la abscisa curvilinea:

t
o(t) = / d
to
para un tiempo tg.

Si cambiamos de orientaciéon de S, el vector normal cambia de sentido y
entonces la curvatura normal cambia de signo.

N
Como el vector normal es unitario, la proyeccién ortogonal de k o o sobre

u dad = u Ad

U o g es dada proy ., = kn(U 0 g). Ademas, tenemos

K = H?OO’H . ||Wog||cos(?oa,ﬂ>og) = (koo)cosa

si « es el angulo entre ? y . Como esos dos vectores son ortogonales al
vector tangente a C, este dngulo es el complementario (o el opuesto del com-
plementario) del dngulo w entre el plan tangente a S y el plan osculator de C.
Entonces, tenemos

kn =*E(koo)sinw

En particular si el plan osculator es normal a la superficie, lo que es el caso
cuando consideramos una seccién normal de la superficie,

kn = (ko o)
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Figura 3.9:

Ejemplo:

Sea la esfera S de radio R centrado en O. Consideramos el circulo C' de
interseccién de S y de un plan distante de h del punto O. Notamos r el radio
de C: entonces, por el teorema de Pythagoras, tenemos h? +r? = R2. Ademas,
en cualquier punto de C, tenemos k£ = 1/r. Orientamos S tomando el vector
normal dirigida en direccién exterior. Entonces, sinw =r/Ry k, = —1/R: los
circulos trazados sobre S tienen todos la misma curvatura normal.

Consecuencia (teorema de Meusnier):

El centro de curvatura de un arco trazado sobre una sabana es la proyeccion
sobre el plano osculator del centro de curvatura de la seccion normal teniendo
la misma tangente de arco.

3.7.1 Triedro de Darboux-Ribaucour.

Un segundo acercamiento posible de la curvatura normal es la siguiente: Nos
plazamos en un punto regular P de un arco C trazado sobre S. Suponemos
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que C admite la representacién normal h = fog donde f : U — R? es una
representacién de Sy g : I — U son de clase C?. Eso significa que para cualquier
sel,

’

I?(s)(g/l(s)a 52(5)) =1.

Conocemos en P el triedro de Frenet (?7W7?) de C. Desafortunamente, si
este triedro es perfectamente adaptado al estudio intrinseca de C, no lo es si
vemos C' como arco trazado sobre S. Mas precisamente , el vector tangente a C'
es también un vector tangente a S, asi podemos conservaro. Pero en el plano
normal a C, 7 y b 1o tiene ningun relacién con S Cambiamos b por W og, el
vector normal a S S que es normado y ortogonal a T y despues definimos el vector
g =(dog) A T de tal manera que ( t,7g, W og) sea una base ortonormal
directa, exactamente como el triedro de Frenet. Este base se llama triedro de
Darboux o de Darboux—Eibaucour.

La donacién del vector ¢t que es ortogonal al plano normal a C' lo orienta:
el sentido directo es tal que una rotacién de +n /2 aplica 7’ sobre ? (y g sobre
U o g). Podemos dar un signo al éngulo w, correspondiendo al sentido de la

rotacién aplicando 7’ sobre g (y b sobre U o g); asi @ = w + m/2 y podemos
precisar la relacién anterior sobre la curvatura normal:

Knp = —KSinw

Las formulas de cambio de base entre el triedro de Frenet F' y el triedro de
Darboux se escriben:

—

N
t t
N
g = coswm +sinw b
— . — -
wog= —sinwn +coswb
O de otra manera,
D=FQ
donde
1 0 0
Q=1 0 cosw —sinw
0 sinw cosw
Podemos observar que
1 0 0
Ql'=[ 0 cosw sinw
0 —sinw cosw

Sabemos ademas que F' = F.A donde A es la matriz antisimetrica:



89

Queremos encontrar la matriz B tal que D' = D.B:
D = (FQ) =FQ+FQ
= FAQ+FQ
= F(AQ+Q)
= DO A0+ Q)

Entonces, tenemos

0 —Kcosw  Ksinw
B= K COS W 0 —(14w) (3.2)
—ksinw  (T+w) 0

Podemos reconocer la curvatura normal de C sobre S en el elemento (3,1)
de B. Los elementos (2,1) y (3,2) son llamados respectivamente curvatura
geodesica y torsiéon geodesica:

Rg = KCOSW

Ty = (T—l—w/)

La curvatura geodesica vamos a estudiarla en una proxima seccién. La torsion
geodesica parece no tener interpretacion ”geometrica” evidente.

3.7.2 Segunda forma fundamental.

Buscamos ahora una expresién analitica para la curvatura normal. Sea como
siempre, h = hoo~! una representacién parametrica normal de C' donde o(t) =

l ‘ es la expresién del abscisa curvilinea al largo de C, una origen h(tg) y

una orientacién escogida para C. Entonces,

— "
k =

n =(hoo™!)
= (hocr . 71)/)
(h
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El segundo termino es un multiple del vector tangente a C, entonces, es ortog-
onal al vector normal u o g oo~ '. Entonces,

Kn = (?\ﬂ) ogo 071)

((hu o 0_1).(0_1)/2|ﬂ> ogo 0'_1>

(™) (W[ 0 g) 00"
1 AN 1
= — (h | og) oo
(0 oo 1)
(17
= 0.,2 (oMo
(77
= —_—F 0 O

2
17
en funcién del parametro inicial ¢, eso puede reescribir como
(h“ | o g)
!’ 2
[[27]l

((f og) |uo g)
= —

H (fog)

Usando el resultado de la subseccién anterior, el denominator de esta fraccion
vale

-1

-1

Knp OO0 =

Iy (91, 92)
Ademos, como tenemos
(fog) = (difog).gy+(92f 09).g0

podemos deducir que

"

(fog) = (B2f0g).g?+2(0102f 09).g1-95+ (D2f 0 g).95> +
(01f 0 9).91 + (D2f ©9).95

Como los dos ultimos terminos son paralelos al plano tangente, tenemos

((f og) | Og) =(Log).g " +2(Mog).g,.9,+ (Nog).gy

donde introducimos las abreviaciones clasicas L, M y N definidos de la siguiente
manera;

= (9ifIW)
(D102 f )
= (05flw)

L
M
N
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A notar que como (9 f|u) = 0, tenemos
(O2f10) + (O flonw) = dr (B fw)) =0

lo que nos da otra expresiéon para L:

L = —(oflovu)
M = —(0:f]0:W)=—(0f|ln )
N = —(%flooW)

Esas 4 igualdades son conocidas como formulas de Weingarten.
Introducimos la segunda forma fundamental:

Iy (a,b) = L(u,v)a® + 2M (u,v)ab + N (u,v)b?
o de manera mas tradicional
Iy 0 (du, dv) = L(u,v)du® + 2M (u,v)du.dv + N (u,v)dv?

Y finalmente tenemos,

Iy)(91,92)

Iy(—(91,92)

En particular, en un punto P = f(g(to)) con g(to) = (ug,v0) y so = o(to) :

Il(uo,vo) (gll (t0)7 g;(to))
I(uo,vo)(gll (to), gé(to))

Sea C™* un otra curva trazada sobre .S pasando por Py tal que la tangente en este
punto coincide con la tangente de C. Asi C* es representado por h* = fog* con
g*(t3) = (uo,vp) y decir que C* y C tienen la misma tangente en el punto P, es
decir que los vectores (g;(to), go(to)) v (g1 (t5), 95 (t5)) son paralelos: entonces
existe k tal que

Kp 00 =

Kn(s0) =

(91(t0), ga(t0)) = k.(g1 (), 95 (£3))

Es facil de hallar la curvatura normal de C* en P y obtenemos el resultado:

Fin(89) = Kn(s0)

Asi dos arcos trazados sobre una misma superficie con un punto comun y en este
punto la misma tangente, tienen la misma curvatura normal. O para decirlo de
manera diferente, la curvatura normal es un punto no depiende de la curvatura
trazada sobre la superficie pero solamente de su direccién. Entonces, podemos
expresar la siguiente definicion:

Definicidn

Sea S una sabana orientada, reqular, de clase C? y P un punto de S.
La curvatura normal de S en P en la direccion del vector tangente w es la
curvatura normal en P de cualquier curva reqular de clase C? trazada sobre S,
con tangente en P paralela a w.
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Su expresion es

II(UO,UO)(G’ b)
I(uo,vo) (av b)

donde (ug, vg) son las coordenadas curvilineas de Py (a,b) son las componentes
de w en la base de las derivadas parciales.

“n(w) =

De todos las curvas trazadas sobre S, pasando por P y tangentes al vector w,
podemos usar en particular la seccién C,, de S por el plan (normal) [, pasando
por P y paralelo a los vectores u y w. Como es una curva plana contenida en
L, su plan osculator es [[,, mismo y el dngulo w entre este plano osculator y
el plano tangente a S en P es w = /2.

Entonces, la curvatura normal de S en la direccién w es la curvatura de C,,
en P (o su opuesto dependiendo de la orientacién escogida por S). La curva C,,
seccién de S por un plano normal es llamado seccién normal.

3.7.3 Curvas asintoticas.

Definicién

Sea S una superficie reqular de clase C? y C una curva trazada sobre S.
Vamos a decir que C' es una curva asintotica de S si su curvatura normal es
nula en todos sus puntos. Una direccion asintotica es una direccion en el plano
tangente en cual la curvatura es nula.

Ejemplos:

1. Si una superficie contiene una linea recta, la curvatura de este es cero, su
curvatura lo es también. Entonces, esta linea recta es una curva asintotica
de la superficie. Por ejemplo, sobre las cuadras doblemente arreglada
como hiperboloida a una sabana o paraboloida hiperbolica, en cada punto,
tienen dos direcciones asintoticas que son las de los dos generatoras.

2. Consideramos la "helicoidal” representada por:
f:R?*— R®: (u,v) — (ucosv,usinv,v)

Cada curva u = ug es una helice circular (degenerada en una derecha si
ug = 0) y su direccién, en el plano tangente es dof , con componentes en
la base Jf (0,1). La curvatura normal de tal helice sobre el helicoidal es
entonces:

kn(0,1) = ——+ = —
Pero tenemos,

01 f(u,v) = (cosv,sinv, 0)
0o f (u,v) = (—usinv,ucosv, 1)

95 f(u,v) = (—ucosv, —usinv,0)
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Como 03 f(u,v) es paralelo a 01 f(u,v), tenemos 93 f(u,v) LW y entonces
N =0y £,(0,1) = 0. Las helices u =constante son las curvas asintoticas
sobre la ”helicoidal”. También las curvas v = cste como son lineas rectas
son curvas asintoticas sobre la ”helicoidal”.

3.8 Direcciones principales

3.8.1 Puntos ombilicales

La ultima presentacién de la curvatura normal nos ensefia muy claramente que
en un punto de la esfera de radio R, la curvatura normal vale 1/R en todas las
direcciones. Intoducimos un nombre para tal tipo de punto:

Definiciénl
Un punto de una sabana reqular de clase C? en cual la curvatura normal es
independiente de las direcciones posibles es llamado un punto ombilical.

Lema:
Sea dos polinomios homogeneos de grado n en R[X,Y]

P = Zkakynfk
k=0

Q = Y aX'y"h
k=0

el segundo no-cero. Las siguientes relaciones son equivalentes:

1. la funcién de R? en R definida por F(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) es una
constante

2. la funcién de R en R definida por f(z) = P(z,1)/Q(xz,1) es constante.
3. Existe r € R tal que P =r.QQ

4. Existe r € R tal que para cualquier k € {0,..,n}, pr = r¢x.
Proposicion:

Un punto de sabana S , reqular y de clase C? es ombilical si y solamente si
en este punto, las dos formas fundamentales son proporcinales, es decir

L M N

FA0E=F~¢

? L N
F=M=0===

"E G

Usando el lema anterior, este resultado es imediato.
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3.8.2 Direcciones y curvaturas principales
En general, en un punto de la superficie, la curvatura normal no es igual en
todas las direcciones:

Ejemplos:

Consideramos la elipsoide A :

(™)
[N~}

2
z
T

A
b c?

®M| 8

En el punto P = (0,0, ¢) el plan tangente a A es el plano horizontal z = ¢ y

e en la direccion paralela a Ox, la seccién normal al elipsoide es la elipsa de
ecuacion

y=20
2?/a® + 2%/c* =1
y su curvatura en P vale ¢/a?.

e en la direccién paralela a Oy, la seccién normal de elispsoide es la elipsa
de ecuacion:

z=0
Y2 /0? + 222 =1
y su curvatura en P vale c/b%.

Esas dos curvaturas son iguales solamente si a = b , es decir si la elipsoide
es una de revolucién.

[Definicidn
Una direccion en cual la curvatura normal es extremal es llamada direccion
principal: la curvatura normal correspondiente es llamada curvatura principal.

Asi, un punto ombilical es un punto donde toda direccién es principal. En
un otro punto, hay siempre dos direcciones principales y son ortogonales.

Lema:
Sea a,b,c € R, no todos nulos. Si (xr1,y1) y (x2,y2) son dos soluciones
no-proporcionales de la ecuacion:

ar? +bxy 4+ cy* =0

entonces los triplets (y1y2, —(x1y2 + x2y1), x122) y (a,b,c) son proporcionales.
Demostracién:

indicacién: estudiar dos casos, a # 0y a = 0. Poner z = x/y y resolver la
ecuacion de segundo grado en z.

[Teorema: |

Sea P un punto no-ombilical de una sabana S, reqular y de clase C%. En el
plano tangente a S en P, existe una y una sola direccion en cual la curvatura
normal es mazximal, y una y una sola direccion en cual la curvatura normal es
minimal. Ademas esas dos direcciones son ortogonales.
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Para encontrar las direcciones principales (a, b) es suficiente de resolver las
ecuaciones

O16n(a,b) = O2kn(a,b) =0

Usando la defincién de la curvatura normal en termino de las dos primeros
formas fundamentales, eso no da un sistema de ecuaciones. Para que este sistema
de ecuaciones tienen soluciones, los parametros del sistema tienen que satisfacer
la siguiente condicién:

(L — knE).(N — ,G) — (M — 5, F)* =0
= k2(EG — F?) — k,(GL — 2FM + EN) + LN — M? =0

Esta ecuacién es conocida como la ecuacién a las curvaturas principales o
ecuacion a las direcciones principales.

Este teorema es soprendiente. Para empezar, la ”silla de montar del mono”
de ecuacién z = x(r? — 3y?) no nos da un contra-ejemplo? No es el caso
porque todas las cubicas obtenidas como seccién de la superficie por un plano
conteniendo el eje Oz tienen una curvatura nula en el origen. Entonces, el origen
es un punto ombilical de la ”silla de montar del mono”. De hecho, es un punto
planar si usamos la terminologia que vamos a introducir en la proxima seccién.

Despues, podemos hacer la siguiente construccién. Sea, en el plano z = 1,
una curva C cerrada sencilla presentando 4 petalo alargados al largo de los
ejes de coordenadas. Por ejemplo, la curva de ecuacién polar r = 2 — sin” 20
estaria buena para el papel de C. Formamos la superficie S reunién de todas
las parabolas de eje Oz y de vertice el origen apoyandose sobre la curva C.

Parece evidente que S tiene que tener una curvatura minimal en las direc-
ciones de los dos ejes Ox y Oy y una curvatura normal maximal en las direcciones
de los dos bissectrices de los ejes. Pero eso es prohibido por el teorema anterior.
Donde nos equivocamos?

Si buscamos una representacition parametrica de S, podemos escoger , por
ejemplo, la funcién

2 215
(u,v) = (u,0, $F2d5)  (u,0) # (0,0)

f:R*— R®:
(0,0) — (0,0,0)

que desafortunamente no es de clase C?.

Sea S una sabana regular y de clase C? y sea P uno de esos puntos. Con-
venemos de notar wy y we dos vectores unitarios en las direcciones principales.
Podemos ademas suponer que (w,ws, @) es una base ortonormal directa. Y
sea k1 2 las respectivas curvatura principales correspondiente. Si P es un punto
ombilical, tomamos por w; un vector tangente unitario y ws = uw A wy.

[Teorema de Fuler

Sea w un vector tangente unitario a S en P. Si el dngulo de los vectores w
y wy es @, entonces la curvatura normal de S en la direccion de w es

K (w) = cos? .k + sin? p.ko
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3.9 Clasificaciones de los puntos de una super-
ficie

Sea S una sabana regular de clase C?; en cada de sus puntos, notamos £, < ko
las curvaturas principales. Asi un punto es ombilical si y solamente si en este
punto k1 = Ka.

Definicién]

Sea P un punto de sabana reqular de clase C?

e Si, en P, las curvaturas principales son no-ceros y de mismo signo (es
decir k1.k2 > 0), P es dicho eliptico.

e Si, en P, las curvaturas principales son no-ceros y de signo opuesto (es
decir k1.k2 < 0), P es dicho hiperbolico.

e Si, en P, al menos una de las curvaturas principales es nula (es decir
k1.k2 =0), P es dicho parabolico.

e Si, en P, las curvaturas principales son ceros (es decir k1 = k3 = 0), P
es dicho planar.

Un punto es entonces eliptico si en este punto no hay direccién asintotica y es
hiperbolico si hay dos direcciones asintotica. En un punto parabolico no planar,
hay solamente una.Y en un plano planar, todas las direcciones son asintoticas.

En un punto eliptico, como la curvatura no cambia de signo, todas las sec-
ciones normales de la sabana tienen su concavidad en el mismo sentido. En-
tonces, en la vecindad de tal punto, la sabana es completamente situada de un
lado al plano tangente. En un punto hiperbolico, la sabana traversa el plano
tangente. Mas precisamente, la interseccién de la sabana y de su plano tan-
gente es una curva que admite como tangentes en P las dos lineas rectas, en el
plano tangente, por las direcciones asintoticas. En un punto parabolico, los dos
situaciones son posibles.

Ejemplos:

1. Todo punto ombilical es eliptico (es el caso de todos los puntos de una
esfera) o planar (caso de un plano).

2. Por cualquier punto de una paraboloida hiperbolica pasen parabolas situ-
adas de los dos lados del plano tangente; esas parabolas tienen curvaturas
normales de signos opuestos. Entonces, cada punto de un paraboloida
hiperbolica es hiperbolica.

3. En un punto de un cilindro, la direccién de la generadora es una direccién
asintotica: en todas las otras direcciones, la curvatura normal es de mismo
signo. Entonces, todos los puntos de un cilindro son parabolicos.
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zona de puntos elipticos

zona de puntos parabolicos
zona de puntos hiperbolicos

Figura 3.12:

4. Sobre el toro, la paralela inferior y la paralela superior son las lineas de
puntos parabolicos. Comparten el toro en una zona externa donde los pun-
tos son elipticos y una zona ”interna” donde los puntos son hiperbolicas.

5. Consideramos dos sabanas:
Si=z=2’+ y2

Al origen, el plano tangente es Oxy y los dos direcciones principales son las
direcciones de los ejes Ox y Oy. La seccién normal por el plano Ozz es, en
este ultimo, la parabola de ecuacién z = x2 y su curvatura en el vertice vale
2. La seccién normal por el plano Oyz es en este plano, la cuartica z = 4y
de curvatura en su vertice igual a cero. Si la orientacion escogida es tal
que el vector normal es dirigido por arriba, los dos curvaturas principales
, al origen, son entonces, k1 = 2 y k3 = 0: este punto es parabolico. Pero
Sy es completamente situado en el semi-espacio superior y S_ traverse el
plano Ozy.

3.9.1 La indicatora de Dupin.

Si w es un vector tangente unitario a una sabana S en un punto P, tal que su di-
reccion no es asintotica, definimos el radio de curvatura normal correspondiente
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como

1
[in ()]
Procedamos a la siguiente construccién: reportamos en cada direccién no-

asintotica del plano tangente, una longitud igual a la raiz cuadrada del radio de
curvatura normal. En otras palabras, asociamos el punto

Qw) = P+ /pu(wuw

a cada vector tangente unitario w. El lugar de este punto Q(w) es llamado la
indicatora de Dupin de S en P.

Como la indicatora de Dupin concretisa geometricamente la informacién
sobre todas las curvaturas normales de la sabana en un punto, ella informa
sobre la forma de la curvatura en la vecindad del punto.

pn(w) =

Proposicion:
Sea P un punto de una sabana de clase C?. La indicatora de Dupin en P

1. es un circulo si y solamente si P es un punto ombilical no-planar.
2. es una elipsa si y solamente si P es un punto elliptica.

3. es la reunion de dos hiperbolas de misma asintotes si y solamente si P es
un punto hiperbolico.

4. es la reunion de dos lineas rectas paralelas si y solamente si P es un punto
parabolico no-planar.

5. es el vacio si y solamente si P es un plano planar.

Demostracién:
Del teorema de Euler, podemos deducir una ecuacién polar de la indicatora
de Dupin en la referencia ortonormal R = (P; w1, ws) del plano tangente:

1

r =

\/‘COSQ @K1 + sin? @Ko

Si k12 = 0, el denominator es siempre cero, lo que prueba el punto (5) del
teorema.
En los otros casos, ponemos la ecuacion sobre la forma:

2. ‘cos2 ©.K1 + sin? cp./<;2| =1
lo que es equivalente en coordenadas cartesianas:
xzm + y2n2 =41

o si k12 # 0,esta ecuacién describo un elipsa.
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e si K12 son no-cero y de signo opuesto, tenemos la ecuacién de una hiper-
bola y sus asintotes son las derechas \/|k1|x = £+/|k2|y.

e si una de los dos curvaturas es nula, la ecuacién se reduce a x = +1/4/|x1],
es decir que describo la reunién de dos lineas rectas paralelas a la direcciéon
asintotica.

Pero la indicatora de Dupin es todavia mas rica en contenido geometrico
que la descripcién anterior deja adivinar. De hecho, es posible de dar una
construccién totalemente diferente.

Sea € > 0. Consideramos la curva de intersecciéon de S y de la reunién de
dos planos paralelos al plano tangente en P distantes de e. Sea D, el imagen
de esta curva de interseccién por la homotetia de centro Py de razén 1/v/2e.
La indicatora de Dupin es el limite de la curva D, cuando ¢ — 0. Vamos a
justificarlo.

Por eso, vamos a usar la representacién parametrica f: U — R?> de S y su
expansion en serie de Taylor de orden dos alrededor del punto (ug,v9) € U tal

que f(ug,vg) = P.
flu,v) =~ f(ug,v0) + (v — u)01 f(uo, vo) + (v — v0)02 f (1o, vo) +

5 (= 00)?0% (g, v0) + 2(u = ) (0~ 20)1 2 (g, o) +

(v —v0)03 f (uo, v0))

Trabajamos en la referencia R = (P, 9 f (uo,vo), 02 f (o, v0), U (ug,v0)) y nota-
mos (a,b,c) sus coordenadas. Esta referencia no es ortonormal pero el tercero
vector de base es unitario y ortogonal a los dos otros. Limitandonos a los
terminos dominantes, la sabana S es entonces determinada por los ecuaciones
parametricas a ~ (u —up) y b~ (v —vo) y

(u — o) f(uo,vo) + (v — v9)02 f (uo, vo)+
5 ((u — )03 f (ug, vo)+
+2(u — UO)(U — v0)8182f(u0, ’U0)+
(v —v0)93 f (uo, o))

% ((u — 10)?0% f (uo, vo)+

= | @ (uo,v0) | +2(u —uo)(v —v0)0192 f (uo, vo)+
(v — Uo)agf(uoyvo))
1

3 ((u —u0)® L+ 2(u — ug) (v — vo)M + (v — v0)2N>

Los dos planos tienen como ecuaciones ¢ = +e. Entonces, la aproximacion de
segundo orden de la interseccién tiene como ecuaciones:

{ a?L + 2abM + b2N = 2¢

U (ug, vo)

)
1

c= te

a?L + 2abM + b>N = +2¢
c= *e
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Su imagen por homotetia de centro P y de razon 1/v/2¢ es entonces

a’L 4 2abM + V>N = +1
c==%4/¢/2
el limite de esta ultima, para ¢ — 0 es entonces

{ a’L + 2abM + b®°N = +1
c=0

Pero
a’L + 2abM + b’N = i, (a,b) (a®E + 2abF + b*G)
Asi la ecuacién a?L + 2abM + b2N = +1 se rescribo

1

’E 4 2abF + V*G) = +———
(a + 2abF + b G) (D)

Como el miembro de izquierda representa el cuadrado de la distancia del ori-
gen al punto de coordenadas (a,b,0) y que el valor absoluta del miembro de
derecha es el radio de curvatura normal en la direccién (a, b), encontramos bien
la primera construccién de la indicatora de Dupin.

3.10 Curvatura total

Introducimos todavia la nocién siguiente que resume en un solo nombre una
parte de la informacién de una superficie en un punto.

Definiciéni

la curvatura total o curvatura de Gauss de S en P es el producto k. = K1.ko

Ejemplo:

Como en cada punto de una esfera de radio R la curvatura normal vale 1/R
en todas las direcciones, k1 = kg = 1/R y Kk, = 1/R2%.

De la definicién, resulta imediatamente que

Proposicién:

El punto P es

e eliptico si y solamente si £ > 0

e parabolica si y solamente si kr =0

e hiperbolica si y solamente si kK, <0

Ademas, tenemos la proposicién siguiente:
Proposicion:

La curvatura total se expresa por
_LN-M 2
~ EG-F?

Kr
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Figura 3.13: Aplicacién de Gauss

(demostracién evidente usando la ecuacién a curvaturas principales)

Consecuencia:
El punto P es

e cliptico si y solamente si LN — M? >0
e parabolica si y solamente si LN — M? =0

e hiperbolica si y solamente si LN — M? < 0

3.10.1 La aplicacién de Gauss

La curvatura total admite la interpretacién geometrica siguiente.

Sea S una sabana regular. En cada punto P de S existe un vector normal
, este vector normal es unitario y entonces, determina un punto g(P) = O + o
de la esfera-unidad S2. Eso nos defne una aplicacién:

g: S — 52

llamada aplicacién de Gauss.

Ejemplos:

1. Si S es un pedazo de un plano [], determinamos la orientacién de []
usando un vector normal unitario n. Entonces, si la orientacién de S fue
. o . . — . .
judiciosamente escogida, u (u,v) = n en cualquier punto de S (si es la otra
. ., . —_ . .’
orientacién de S que fue escogida, tenemos u (u,v) = —n). La aplicacién
de Gauss es entonces la aplicacion constante:

g:8—8:P—-0+n
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Figura 3.14:

2. en el caso de la esfera de radio R, la aplicacién de Gauss es sencillamente
una homotetia de razuon 1/R.

Sea P un punto de S, consideramos un dominio D de S ,conteniendo P,y
sea g(D) C S? el imagen de D por g. Entonces,

. Al(D)
P)= 1 — 3.3
e (P)l = Jlim =Dy (3:3)
el limite es tomada cuando el diametro de D va a tender a cero sin que su area
se anula. Ademas, k. (P) es positivo (resp. negativo) si en la vecindad de P la
aplicacién de Gauss preserva (o inverte) la orientacion.

Ejemplos:

1. hay un caso donde el resultado es evidente: cuando S es un pedazo de
plano, como en este caso, A(g(D)) = A({O + n}) = 0 para cualquier D.

2. En un otro caso, el resultado es también evidente: cuando S es una su-
perficie cilindrica. De hecho, todos los vectores normales son entonces or-
togonales a la direccion de las generadoras y el imagen por g de cualquier
parte de la superficie cilindrica es un arco de gran circulo sobre S? de area
nula.

3. En el caso que S sea una esfera de radio R, la aplicacién de Gauss es una
homotetia de razén 1/R cualquier sea D C S :

A(g(D)) = 73 A(D)

lo que nos da que
ke (P)| = 1/ R?
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Vamos a dar ahora una demostracién no-exhaustiva de la relacién (3.3).

Ponemos
L Ag(D))

p—{pr} A(D)

En el objetivo de hallar este limite, vamos a darnos una representacién para-
metrica f : U — R3 de S y notamos (ug,vp) las coordenadas curvilineas de
P y definimos A = f~'(D). Entonces, u : U — R® es una representacién
parametrica de S? (o al menos de g(S)) en cual A = uw~!(g(D)). Notamos
como siempre, E, F'y G los coeficientes de la primera forma fundamental de f ;
E*,F* y G* los coeficientes de la primera forma fundamental de u’. Entonces,

A(D)://A\/m

Usando el teorema de la mediana, existe (u1,v1) € A tal que

//Am:A(A)\/ElGlfFE

donde notamos E; = E(uy,v1), etc... De la misma manera, existe (uz,v2) € A

tal que
A(g(D)) = //A VE*G* — F*2 = A(A).\/ B3G5 — Fy?

Asi tenemos

l

| = lim L
A—{(uo,v0)} +/FE1G1 — F12

Pero si A — {(up,v0)}, los puntos (ui,v1) y (u2,v2) van a tender al punto
(up,vp) y por continuidad de los coeficientes de la primera forma fundamental,

tenemos
| [EsGs — Fy*
EyGo — Fg

Nos queda a evaluar esos coeficientes. Pero, las formulas de Weingarten nos
dicen que

L = —(0uf|on7)
M = —(0if|0W) = —(d:f|01 )
N = - (32f|5'27)

L . —
Eso significa que la columna de las coordenadas covariantes de 0, v en la base

Jf es

La matriz del producto escalar en la base J f es

(%)
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y su inverso es
1 G -F
EG-Fr2?\ -F L
Entonces, las coordenadas de ;@ en Jf son
0T — 1 G -—-F —L
T T BG-F*\ -F E -M
B 1 FM —GL
~ EG-F2\ FL-EM

Igual para 0w, tenemos

9,0 — 1 FN-GM
JIRU = pa "2\ FM — EN
Entonces,
E* = (01W|oW)
1 E F FM —GL
= 7(EG—F2)2 (FN-GM FM —EN)) ( r G ) ( FL— EM )
B EM? —2FLM + GL?
B EG — F?

De misma manera obtenemos

EMN — F(LN 4+ M?) + GLM

F* =
EG — F?
o EN2?2 —2FMN + GM?
B EG — F?
Entonces,
Yol *2_(LN—M2)2
EG - FT = EG — F?

de tal manera que obtenemos finalmente

E;Gy — Fy2

EoGo — F§

|LoNo — Mg|

EoGo — F
= |5 (P)|

3.11 Curvatura geodesica

La curvatura geodesica de un arco trazado sobre una sabana es la componente
de la curvatura del arco en el plano tangente a la sabana.
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Definicién: |

Sea C un arco reqular orientado de clase C? trazado sobre una sabana regular
de clase C?. La curvatura geodesica de C sobre S es el producto mizto del vector
curvatura de C, del vector normal a S y del vector tangente a C.

Si como usualemente, notamos f : U — R? una representacién parametrica
de la sabana y h = f o g con g : I — U una representacién del arco:

Kg = {?7709,?}

Actuando asi dimos un signo a la curvatura geodesica: es positiva si la curva
gira a la izquierda y negativa si la curva gira a la derecha para un observador
quien se encuentra en el plano tangente en el sentido indicado por el vector
normal . La curvatura geodesica cambia de signo si cambiamos la orientacion
de la curva o la orientacién de la superficie.

Hay que notar que esta definicién es en acuerdo con la manera que intro-
ducimos esta nocién en las secciones anteriores cuando introducimos el triedro
de Darboux-Ribaucour. De hecho, de la igualdad (3.2) y de la construccién del
vector ¢, podemos deducir que

—
kg = (k[7)
= (FI(Wog) A T)
= [F Wog, 7]
Usando las relaciones (3.2), tenemos
Kn = —Ksinw
Kg = KCOSW (3.4)
K2 = ni—i—f{f]

donde w es el dangulo entre el plano tangente a la sabana y el plano osculator
del arco.

Ejemplo:

Podemos disfrutar de la ultima igualdad para hallar la curvatura geodesica
de un circulo de radio r trazado sobre una esfera de radio R.

Sabemos desde el capitulo anterior que k = 1/r y obtenimos en las secciones
anteriores que £, = 1/R. Entonces, olvidando el problema del signo, tenemos

_ 2 _ .2

Kg = K2 — K2
RZ _ 2
Rr

Entonces, si la esfera es muy grande es decir si R — 00, k4 = 1/r y encontramos
de nuevo la curvatura propia del circulo.
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Como lo indican las ecuaciones (3.4), esta situacién puede encontrarse también
no solamente como un caso limite pero cuando el plano osculator y el plano tan-
gente son confondidos:

kgl =k & kp =0 w=0

Cuando eso se produce todo al largo del arco, el arco es una curva asintotica.

Definiciéni

Un arco regular de clase C? trazado sobre una sabana regular de clase C?
es una geodesica si su curvatura geodesica es nula en cualquiera de sus puntos.

Proposicion:
Sea C' un arco reqular de clase C? trazada sobre una sabana regular de clase
C?. Las condiciones siquientes son equivalentes:

1.

2.

3.
4.

C es una geodesica

En cualquier punto de C, |kn| = k

. - —
En cualquier punto de C, k y u son paralelos.

En cualquier punto de C', el plano osculator es ortogonal al plano tangente
a la sabana.

Ejemplos:

1.

La curvatura geodesica de un circulo trazado sobre la esfera se anula si y
solamente si sus radios son iguales, es decir si el circulo es un gran circulo.
El plano que lo contiene pasa por el centro de la esfera y es entonces,
ortogonal al plano tangente.

. sea la funcién f una representacién parametrica normal de una helice

circular (degenerada en un circulo si b = 0) trazada sobre el cilindro de
revolucién de radio a y de eje Oz.

f:R—R:
S (aCObis a sin 5 bs )
N ! .
VaZ 2’ VaZ 02 Va2 + 12

Su vector curvatura es

& a S S
=— cos ,sin ,0
a2+b2( a? + b? a? + b? )

es horizontal y se diriga en direccién del eje del cilindro, como también
el vector normal del cilindro. Entonces, esos dos vectores son paralelos, lo
que significa que la helice circular (o el circulo)son geodesicas del cilindro
de revolucion. Ademas, las generadoras del cilindro tienen una curva nula
y entonces una curva geodesica nula: son también geodesica.
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3.12 Superficies arregladas

Llamamos superficies arregladas, superdficies que tienen la particularidad de
ser una reunién de derechas. En esta seccién vamos a estudiar de manera breve
las superficies arregladas. El hecho que esas superficies son engendrada por
derechas explica el numero de sus aplicaciones tecnicas y su importancia en los
tratados de geometria descriptiva.

Como en las primeras secciones de este capitulo, trabajamos en un espacio
afin real F. _

Sea f:U — Eyg:U — E donde U es un abierto de R. Es importante
de insistir sobre el hecho que los valores de f son puntos y los valores de g son
vectores.

Suponemos f yg de clase C*¥ y suponemos que ademas esta ultima no se
anula. Una representacién parametrica de superficie de la forma

h:U* = &: (u,v) = f(u) + vg(u)

donde U* C U x R es llamada una representacion parametrica arreglada:
una superficie que admite una representaciéon arreglada es dicha superficie
arreglada. Naturalemente, una superficie arreglada puede también admitir
representaciones parametricas no-arregladas.

Muchas veces, f va estar una representacién parametrica de clase C* de una
curva D. Entonces, la curva de parametros v = 0 sobre la superficie arreglada
es nadamas que la curva D, esta curva se llama directora de la representacion
parametrica arreglada. Es importante de notar que la directora es ligada a la
representacition y no a la superficie misma. De hecho, una superficie arreglada
admite representaciones arregladas construida sobre diferentes directoras.

Cuanto a la curva de parametros u = ug, esta curva admite la representacién
parametrica t — f(ug) + tg(up): es la derecha pasando por f(ug) y con vector
director g(ug) , cada una de esas derechas (para ug € U) es llamada generatora
de la superficie arreglada. La superficie arreglada es entonces una reunién
de derechas.

Si no exigimos que f sea en todos los casos una representacién parametrica
de curve es con fin de no excluir un caso particular importante donde f es
constante. Eso nos da entonces,

h:(u,v) = P+ wvg(u)

y una superficie arreglada admitiendo una representaciéon arreglada de esta

forma es llamada un cono. Sus generadoras se encuentran todas en P que

es llamado vertice del cono. Podemos notar que U* no puede contener puntos

de la forma (u,0) porque h no seria inyectiva en una vecindad de tal punto.
Cuando es g que es una constante w € V', tenemos

h:(u,v) — f(u) +ow

y la superficie arreglada es un cilindro. Sus generadoras son todas paralelas a
w.

Ejemplos:
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1. Tomamos de nuevo como ejemplo la paraboloida hiperbolica @Q = z =
22 — 2. Vimos que tal superficie puede ser representada por

k:R? — R (u,v) — (u,v,u* —v?)

claramente, no es una representaciéon parametrica arreglada. Pero si la
composamos con el cambio de variable ¢ :

©:R*— R?: (s,t) — (s +t,5—t)
obtenemos
f=kop:R?— R%:(s,t) — (s+t,s—t 4st)
que es una representaciéon parametrica arreglada.

2. Tomamos de nuevo el ejemplo del helice circular. La reunién de las per-
pendiculares bajadas de la helice sobre su eje es una superficie arreglada
llamda "helicoide”. Este admite como representacion:

f:R?*— R®: (u,v) — (0,0,bu/(27)) + v(cosu,sin u, 0)

3. Sea C' un arco en E. La evoluta tangencial de C' es la superficie arreglada
constituida de las tangentes a C.
Sea mas precisamente, un arco C representado por f : I — &£ de clase C?
y tal que f l y f” son linealmente independiente en cualquier punto. Su
evoluta tangencial S es representada por

h:I* — R%: (u,v) — f(u) +vf (u)
Entonces,
oih=f (u) +of" (u)
Osh = (u)
de tal manera que 92h(u,0) = 01h(u,0). Eso significa que sobre S, todos
los puntos de C' son singulares y con las hipotesis hechas sobre f, los
otros puntos son regulares. Si v # 0, el plano tangente a S al punto
h(u,v) = f(u) + vf (u) es el plano conteniendo este punto y tal que su
direccién es engendrada por 01h y O2h o lo que es equivalente el plano

conteniendo f(u) y tal que su direccién es engendrada por f (u) y f”(u)
: entonces, es el plano osculator a C' al punto f(u).

3.13 Superficies de revolucion

Sea una curva de E?(R) representada por f : U — R?. Desemaos pensarla como
una curva C' contenida en el plano Oxz de E3(R). Por eso, vamos a composar
f con la insercién:

E*(R) — E3*(R) : (u,v) — (u,0,v)
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Figura 3.15:
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22

T

Figura 3.16: Superficie de revolucion

lo que nos da:

iU = R ot — (f1(t),0, f2(t))

Cuando el plano Ozxz gira alrededor del eje Oz, esta curva va a engendrar
una superficie S llamada superficie de revolucién. Esta superficie admite
como representacién parametrica:

g:U xR — R: (u,0) = (fi(u) cosv, fi(w) sino, fo(u))

Las curvas u = cste son circulos de eje Oz, son llamadas paralelos y las curvas
v = cste son llamadas meridianos.

Ejemplos:
1. La representacién parametrica
(u,v) — (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

de la esfera de radio R centrada en el origen (privada de sus dos polos) es

de hecho, una representacién parametrica de superficie de revolucion, el

meridiano inicial (v = 0) es el semi-circulo representado por
]—g,g{ R®:t — (Rcost,0, Rsint)

2. Construimos el toro: es la superficie de revoluciéon engendrada por un
circulo de radio b > 0, girando alrededor de una derecha de su plano
situado al una distancia a > b.

Tomamos esta derecha como eje Oz y localisamos el centro del circulo en
el punto (a,0) del plano Ozjz,. El circulo es entonces representado, en
Oxixy por

f:R— R*:t— (a+bcost,bsint)
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Figura 3.17:

y en Oxyz, por
f*:R— R®:t— (a+bcost,0,bsint)
de tal manera que el toro admite por representaciéon parametrica:
g:R* — R®: (u,v) — ((a + bcosu) cosv, (a + bcosu) sinv, bsinu)

eso es una representacion parametrica de superficie de clase C'*°.



Capitulo 4

Introduccién a la geometria
Riemaniana

El objeto de la geometria riemaniana es de estudiar las superficies ( y mas
generalemente las variedades de dimensién cualquier) independientamente del
espacio donde esas superficies o variedades son imersas.

Podemos tener una idea de eso imaginando seres bidimensionales viviendo
en una superficie a dos dimensiones: como medio para estudiar su universo,
disponen solamente de las medidas que pueden hacer sobre la superficie. No
pueden "salir” de su superficie. No tienen consciencia que existe un espacio
que contiene su mundo-superficie. Para ellos, el universo tiene dos dimensiones
y imaginar que existe otras dimensiones es de la pura especulacién abstracta.
Pero, esos seres bidimensionales no son en la incapacidad de tener informacién
sobre el mundo donde viven. Imaginamos que construyen un tridngulo y miden
sus angulos. Sila suma de los tres angulos es diferente de 7, nuestros seres planos
van a poder afirmar que su universo-plano no es un plano, ni una superficie que
se deja deformar en un plano: cilindro,cono,...

Mutatis mutandis , eso es exactamente nuestra situacién. Tenemos el sen-
timiento de vivir en un mundo a tres dimensiones pero este mundo no es imm-
ersado en un espacio a cuatro dimensiones o mas? Como saberlo?

Para precisar mas las cosas, la geometria riemaniana estudia los propiedades
de las superficies que pueden definirse a partir de medidas hechas sobre la su-
perficie misma. Esas propiedades son dichas intrinsecas. Otras propiedades
depiende de medidas hechas en el espacio donde la superficie es immersada. Tal
propiedad es dicha extrinseca.

El ejemplo lo mas fundamental de propiedad intrinseca es la longitud de un
arco trazado sobre la superficie. Al opuesto, un ejemplo de propiedad extrinseca
es la nocién de punto ombilical. Por ejemplo, tomamos un hoja de papel y
dibujamos sobre este una curva. Si curvamos la hoja de papel , la longitud del
arco queda no-cambiado. Al opuesto, si la hoja es plana, todos los puntos son
planares y entonces ombilicales. Pero si enrolamos la hoja para darle una forma
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de cilindro de revolucién, ningun punto es ombilical por que sobre un cilindro
de revolucién r, una de las curvaturas principales es nula y la otra vale 1/r o
—1/r dependiendo de la orientacién escogida.

Como no nos interesamos a la manera que la superficie es immersada en
el espacio, es decir que nos deseamos describir la superficie usando una repre-
sentacion parametrica en las coordenadas de los puntos. Nuestra idea es mas
de poder efectuar medidas sobre la superficie. Para eso, lo que es fundamental
es de disponer de la metrica, es decir de la primera forma.

En este breve introduccion a la geometria riemaniana, nos limitaremos en el
aspecto local de la geometria riemaniana, es decir que vamos a estudiar y definir
los arcos riemanianos.

Vamos a usar una presentacién matricial con indices, lo que puede apare-
cer como una pena inutil como los indices van a correr de 1 a 2 pero asi la
generalizacién a variedades riemanianas de dimensién superior es evidente.

Un ultima nota, para ayudar a localizar los limites de la geometria riemani-
ana: una curva puede siempre deformarse, sin estiramiento, en una linea recta.
Asi del punto de vista de la geometria riemaniana, cualquier curva es equivalente
a las lineas rectas: su ”curvatura riemaniana” es nula.

4.1 Tensor métrico y arcos riemanianos.

Concretisamos la idea de definir un arco riemaniano por su primera forma fun-
damental.

Sea ke N*
Definicion: |

Un tensor métrico de clase C* es una funcion a valores matriciales:

=

. 2x2 . (1 2y 1,2y _ 911(3017902) 912(931,302)
g:U—R (x,a;) g(m’x)_<921(x,x) 922(x17x2)

de clase C*~! donde U es un abierto de R? tal que g(z',z?) es simetrica y
definida positiva por cualquier (z',2%) € U.

Vamos a ver la "matriz” g como un producto escalar. Deberiamos decir que
g representa un producto escalar. En particular, es una forma bilinear, es decir
una aplicacién:
T(zl,02) X M(gl,g2) — R

donde 7,1 42y es pensado como el plano tangente al arco riemaniano en el punto
de parametro (x!,2?). Esta aplicacién manda los dos vectores (a',a?) y (b, b?)

sobre .
1.2 911 912 b _ a8
(aa)<921 922><b2>;9aﬁab

Anticipando sobre lo que va a seguir, vamos a decir que g es un tensor dos veces
covariantes.
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Si la aplicacién g es llamada tensor métrico es para recordar que es ella que
permite de hacer medidas sobre el arco riemaniano.

Ejemplos:
1. Sea
T 3 . .
f: }—5, 5[ R— R®: (u,v) — (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu)

es una representacién parametrica de la esfera de radio R centrada en el
origen, privada de sus dos polos. Como

O1f(u,v) = (—Rsinucosv, —Rsinwusin v, R cosu)
Oof (u,v) = (—Rcosusinv, Rcosucosv,0)
Entonces, tenemos
E = R?
F=0

G = R?cos’u

Entonces, el tensor métrico correspondiente es

JJoT T 2x2 . 1,2 R? 0
g.] 2,2|:XR*>R (5671')*)( 0 R2eos? !

2. Sea
f:R?* = R®: (u,v) — (u,v,u® —v?)

del paraboloide hiperbolico. Como

O f(u,v) = (1,0,2u)
an(ua 'U) = (07 ]-7 _20)

Tenemos
E=1+4u?
F = —4uv
G =1+ 4?

y el tensor métrico correspondiente es

) 2x2 . 1 .2 1+4(z')?  —daxta?
g: R — R .(x7m)—>( —4ziz? 1+ 4(x?)?

La etapa siguiente es de describir los cambios de parametros. Para hacer eso,
vamos a proceder de manera analoga a lo que hicimos para las representaciones
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parametricas. Recuedamos que f y f son dos representaciones parametricas
equivalentes via el cambio de parametro ¢ (f = f o ), entonces,

g=Jp).(Gow).Jp

donde Jp es la matriz jacobiana de ¢. Explicitamente eso significa que

Gij = Z(ﬁa@ 0 ¢).0ip*.0;" (4.1)
a8

En el marco de la geometria riemaniana, no tenemos representaciones para-
metrica. Asi vamos a tomar la formula (4.1) como definicién de un cambio de
parametros.

Definicién]

Sea g:U — R**? y g:U — R**? dos tensores métricos de clase C*. Un
cambio de parametros de clase C* entre g y § es una biyeccion ¢ : U — U de
clase C* y de reciproca de clase Ck.

St o :U — U es un cambio de parametros, notaremos @ por ¢

Definicidnt

Cuando existe un cambio de parametros ¢ : U — U de clase C* tal que

—1

9i; = Y _(Jap 0 9)-0ip™. 05" (4.2)
a,B

g:U — R**2? y §:U — R**? son dichos equivalentes en clase C*.

Contrariamente a la situaciéon encontrado por los arcos de curvas o por las
superficies, no es imediato de ver que esta relacién entre tensores métricos es una
relacién de equivalencia. En esas notas, no vamos a demostrar que esta relaciéon
satisface los tres criterios para definir una relacién de equivalencia (reflejiva,
simetrica y transitiva) (lo dejamos a los lectores como ejercicios).

Definicién]

Un arco riemaniano de clase C* es una clase de equivalencia de tensores
métricos de clase C* por esta relacion.

Ejemplo:
Consideramos el siguiente tensor métrico,

2(¥°)°+(y")

2(y1 )22+(y2 )22 2)2
G:R?\ R_x {0} —» R**?: (y' %) — @ )y;;gy ) 2) +(y )2
W2+ W)+ 2)2

y el cambio de parametros:

¢: Ry x|—m,7[ — R*\ R_x {0} : (2",2%) — (2" cos2®, z" sin2?)
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y hallamos el tensor métrico que se deduce de g por el intermediario de ¢.

(o, 2?) cos 2 sin a2 1+ cos?2?  cosa?sina? "
ot a?) = . . .
g —ztsinz? a'cosz? cos? rsinz? 1+ sin? 22

cosz? —zlsina?
X 2 1 2
sin x T cosx
_ 2 0
- 0 (.’El )2
El tensor métrico

” 2 0
g: R+ X ]77T,7T[ - R2><2 : (Ila‘rz) - < 0 (.’L‘1>2 )

describo el mismo arco riemaniano que g.

4.2 Campos de vectores tangentes

En teoria de las superficies, si f : U — R> es una representacién parametrica
regular de una sabana S, darse un campo de vector tangente a S , es en cada
punto f(z',2%) de S , darse un vector X (x',z?) del plano tangente a S en
este punto. Este vector puede entonces, decomponerse en la base local Jf =
(01f,02f) del plano tangente:

X(zh2?) = Mat 2.0 f(xt, 2?) + (2t 2?). 0o f (2t 2?)

8

=
8 8 —
NN
~——
N——

1
—  Jf(z 22 s (
f(SC » &L ) §2(
Eso es equivalente a darse la funcién:
1l .2
g:U—>R2 . (xl,xQ) _)g(xl’xz) _ ( S (zl,r ) )

Que paso si tentamos de escribir el mismo campo de vectores tangentes con
medio de una segunda representacién parametrica de S, f : U — R? equivalente
a la primera via el cambio de parametros ¢ : U — U. Tenemos f = fopy
f = f o, entonces,

Jf=(Jfop)Jo
o también,

Jfop=Jf(Jgoyp)

Introducimos X=Xo @ y notamos < la colona de sus componentes en la base
Jf: X =Jf. <. Asi de una parte, tenemos

X=Jfg
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y de otra parte, tenemos

X = )}ogp
(Jfop).Cop)
= Jf.(Jpop)(Soyp)

Comparando los resultados obtenidos, obtenemos

s=(Jpop)(Sop)

Lo que se traduce componentes por componentes:

=Y ([ 0p)(0uP o) (4.3)
«
Como algunos autores llaman (z!,2?) = (¢*(z!,2?),¢%(2,2?)), usan como
notacion 4
oz’
N~ = aa 0
ore

donde la composicién con ¢ es sub-entendida.

De nuevo, en geometria riemaniana, vamos a invertir la perspectiva y vamos
a tomar la ecuacion (4.3) como base a una definicién de un campo de vectores
tangentes.

Sea k,l € N*conk>lok=1=o0,
Definiciéni

Sea g : U — R**2 un tensor métrico de clase C*. Una representacion de un
campo de vector tangentes de clase C' relativa a g es una aplicacién de clase
Ct:

101 .2
. 2. (1 2 1oy [ s (@,a7)
¢:U—R*:(z",2°) - ¢g(a,2%) = < §2<x1)$2) )

Definicidn:]

Sea g : U — R*>*? un segqundo tensor métrico de clase C* equivalente a g
via el cambio de parametro ¢ : U — U de clase C*. Una representacion de
campo de vectores tangentes de clase C' relativa a g, < : U — R? es llamada
equivalente a < en clase C* si

= 0p)(0af op) (4.4)

[e%
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Un campo de vectores tangentes de clase C' a un arco riemaniano de clase
C* es una clase de equivalencia de representaciones de campos de vectores tan-
gentes de clase C' por la relacion anterior.

Ejemplos:

Consideramos el paraboloide de revolucién de ecuacién z = z? + 32, En un
punto cualquiera (z,y,z) de este paraboloide, el vector w = (—y,x,0) es un
vector tangente.

Una representacién parametrica del paraboloide es

f:R* = R®: (u,v) — (u,v,u* +v?)
entonces,

o f(u,v) = (1,0,2u)
an(uvv) = (0,1,2’0)

Y el vector tangente w puede escribirse en funcién de los parametros u, v.
X(u7 U) = (71)’ U, 0)

admite, en la base J f(u,v) las coordenadas,

s(u,v) = ( _uv >

Pero podemos también describir el paraboloide usando la siguiente representacién:
'R R x R— R*:(r,0) — (rcosf,rsinf,r?)
Aqui tenemos

onf
dof

(cosf,sin, 2r)

(—rsind,rcosf,0)

y w es igual a _ _
X =0.f

(1)

El cambio de parametro es descrito por

de tal manera que

@:RixR—>R%(r,9)—><TCOSG>

rsind
entonces
@ (r,0) = cosb
010%(r,0) = sinf
Do (r,0) = —rsind
Do@?(r,0) = rcosf
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e (p(u,v)) =

0P (p(u,v)) =

8261(30(11,1))) = v
0@ (p(u,v)) = u
Entonces, tenemos
' = Hp(u, )00 (p(u,v)) + P (p(u,v)).0:0" (p(u, v))
= e, 0)).08%(p(u,0)) + P (p(u, 0)).0:0% (0 (u, v))

= u

Como el campo de vectores tangentes se transforma de la siguiente manera
sobre un cambio de parametros,

¢ = ("0 9)(0ap o) (4.5)

vamos a decir que el vector ¢ es un tensor un vez contravariante. Un tensor una
vez contravariante es sinonimo de vector (tangente).

Gracias al tensor métrico, podemos definir el producto escalar de dos campos
de vectores tangentes: si a y b son dos representaciones de campos de vectores
tangentes sobre un arco riemaniano con g como tensor métrico:

bl
p) = 1 2\ g1 9g12
(alt) GO <921 922 b?
Zgaga“bﬁ
a3

Definimos la norma del campo de vectores tangentes como

lall, = v/ (ala)
Es un ejercicio facil de averiguar que esas expresiones son bien independientes
del tensor métrico escogido:

(alb)g = (alb) o
Para probar eso, podemos usar el hecho que

J(fog)=(Jfog)Jg

y aplicando eso a f = ¢!, tenemos

I = J(g "oy

donde I es la identidad.
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4.3 Campos de tensores

4.3.1 Productos tensoriales.

Antes de definir los campos de tensores, es seguramente bueno de recuerdar lo
que es un tensor. Lo haremos de manera pragmatica dejando atras los detalles
y justificaciones para el curso de dlgebra.

Sea K un cuerpo conmutativo y V, W dos K —espacios vectoriales. Su pro-
ducto tensorial V& W es el K-espacio vectorial engendrado por las expresiones
v ® w llamados tensores elementales donde v € V' y w € W, estas expresiones
satisfacen a los tres reglas de calculo siguientes:

L. +v)Quw=0vQw+v ®w
2. 0@ (w+w)=v@uw+veuw
3. (kv)@w =v® (kw) = k(v ®@w)

Entonces, V&g W es el conjunto de todas las combinaciones lineales formales
de los tensores fundamentales

n
VogW= U {ka®wk:vie‘/,ijW}

neN (k=1
Si (e1,..,e,) es una base de V' 'y (f1,.., fin) una base de W. Entonces, (e; ®
fiy€1 ® fin,€2 @ f1,...,en @ fin) €s una base de V @y W.

Es posible de generalizar eso a productos tensoriales de varios espacios vec-
toriales. El caso que nos interesa es ello del producto tensorial de p copias del
dual V* de un K —espacio vectorial V, es decir del K-espacio vectorial de las
aplicaciones lineales de V en K, y de ¢ copias de V (p,q € N):

P q
<®V*> RK <®V> = V* ®K---®KV*®KV®K~-~®KV
K K

b q

Si p = ¢ = 0, este producto tensorial es por convencién el cuerpo K mismo.
Un tensor elemental es entonces de la siguiente forma:

P1 Q... 8P QU1 Q... ® Vg

donde ¢; son formas lineales sobre V, es decir aplicaciones lineales de V' — K
y los v; son vectores de V. Un tal tensor es dicho p veces covariantes y g veces
contravariante. Asi por ejemplo,

e un tensor una vez controvariante es sencillamente un vector

e un tensor una vez covariante es una forma lineal
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e un tensor dos veces covariante es una forma bilineal

e un tensor zero vez contravariante y cero vez covariante es un escalar.

Si e = (ey,..e,) una base de V, definimos para cada indice ¢ la forma lineal:

eV —-K: E a%e, — a’
«

La lista e* = (e!,..,e™) es entonces una base de V* llamada base dual de e. Si
p € V*, la iesima coordenadas de ¢ en este base dual es ¢(e;). En consecuencia,

(p)

— (01 i . . . S
“a) = (" ®..0€e"®ej; © ... ® €, )1<ir, ripyjirdo<n

es una base de (Q% V*) @k (Q% V). Cada tensor es caracterizado por su nP+4
j1---Jq

componentes t?ll"::zp en este base:

t= Y (e R0 Dep @ .. D eg,

Q1,--Qp,By...8q

Sie = (éy,...,6,) es una segunda base de V| conocemos la matriz del cam-
bio de base z([)c,notamos aj sus elementos. Entonces, si v = > v%, =

Yoo 0% €V,
v = Z al v
«
Sip = Zﬁ ppe’ = Zg ppe’ €V,
v; = o) =0 afen)
D 4%
i

%) es también la matriz de cambio de base de e*

lo que significa que (1), = (a
verso e*:

e* (I)E* = (E(I)e)il

Si notamos b; los elementos de esta matriz, tenemos
(zj = Z b?(pa
a

Esas reglas de transformacion sobre cambio de base se generaliza de manera
imediata al caso de un tensor p veces covariantes y ¢ veces contravariantes:
cada indice covariante va a transformarse como ¢; y cada indice contravariante
se transforma como °.
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4.3.2 Campos de tensores.

[Definicidnk:

Sea g : U — R%**2 un tensor métrico de clase C*. Una representacion de
un campo de tensor de clase C* | p veces covariante y q veces contravariantes,
relativo a g es una aplicacion:

T U _ R2p+q
de clase C! teniendo 2P+ componentes

T U—R
(1 <41, eyipy 1y ey Jg < 2).

Definicién

Sea §: U — R?*? un sequndo tensor métrico de clase C* equivalente a g via
el cambio de parametro: ¢ : U — U de clase C*. Una sequnda representacion
de campo de tensores de clase C' ,p veces covariante y q veces contravariantes,
relativa a g, T:U — R*" es dicha equivalente a T en clase C' si

T = S (Th) 090,670 (05,8 0 9) e (05,8 0 )
ai...ap,f1...0q

Definiciéni

Un campo de tensor de clase C' p veces covariantes y q veces contravari-
antes, sobre un arco riemaniano de clase C* es una clase de equivalencia de
representaciones de campos de tensores de clase C', p wveces covariantes y q
veces contravariantes por la relacion anterior.

Un ejemplo de tensor dos veces contravariantes es el tensor métrico con-
travariante: es sencillamente el inverso de la matriz del producto escalar local:

-1
g11 912 _ (o g
921 922 g21  g22

Z gajgioc = 52
ey

Es facil de demostrar que tal objeto se transforma efectivamente como un tensor
dos veces contravariante.

Y entonces, tenemos

4.4 Arcos trazados sobre un arco riemaniano

Definicién]
Sea g : U — R2*2 un tensor métrico de clase C*. Una representacion
parametrica de clase C' de arco relativo a g es una aplicacion de clase C:

c: 1 —-U
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donde I es un intervalo abierto de R.

Definiciéni

Sea g : U — R22 un sequndo tensor métrico de clase C* equivalente a g
via el cambio de parametros ¢ : U — U de clase ~C’k _Una representacition
parametrica de clase C' de arco relativo a § , sea ¢ : I — U es dicha equivalente
a ¢ en clase C si existe un cambio de parametros de clase C*:

oI —1T
tal que el diagrama
I —-¢ U
1 ¢ Ly
I —=¢ U

sea conmutativo, es decir que co = poc.

Definicién]

Sea C un arco de clase C* trazado sobre un arco riemaniano de clase C',
representado , relativamente al tensor métrico g : U — R**2 por ¢ : I — U.
Sea a,b € I, la longitud de C es

L(C’)E/I‘

La presencia de la composicién con c en el indice de la norma es indispensable
si queremos disponer de una funcién a una variable a integrar.

’
C

goc

Esta definicién para ser valable tiene que ser independiente de las respre-
sentaciones escogidas. Vamos a averiguarlo. Sea entonces, g:U — R?%2 y sea ¢
:I — U una representacién parametrica de arco relativa a g equivalente a c via
1 : I — I. Tenemos que probar que

fIel,.= /]

Por eso vamos a usar la relacién de equivalencia de las representaciones para-
metricas de arcos:

’ -
c c

goc

coyp=gpoc
Derivando los dos miembros de la ecuacién, obtenemos

’

(€ ov)p = (Brpoc).(c') + (apoc).(c?)

lo que puede escribirse componente por componente,

(@) ow) = (™) (Bay' oc)
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Asi podemos hacer un cambio de variable en la integral definida:

A A

/I\/Z@ag 0Top)((c) ow)((e?) o v). |u
ap

~
C

gocoy

’

/I \/Z@aﬁ 0 9o e)(((ca) o %) )((F) o)
af

/f \/ 3" (a0 90 () (D67 0 ¢) () (908 0 )

afBvyd

afydé

/ \/ 3 (g 0 () (3
\['55

[l

4.5 Los simbolos de Christoffel

/I \/ S (G 0 9)-(029%).(B5) 0 €) (e) (¢

goc

Queremos ahora describir la curvatura de un arco riemaniano. Para eso, regre-
semos un momento en el caso de una sabana S en el espaco, descrita por la
representacién parametrica f : U — R3.

Vimos en el capitulo anterior que la curvatura normal de S en un punto
depiende de tres derivadas parciales de orden 2 de f: 81272 fy O12f. Entonces,
suponemos que f es de clase C2. Esas derivadas parciales de orden 2 no estan en
el plano tangente . Asi no es posible de expresarlos en la base de las derivadas
parciales. Pero si completamos la sucesién (9; f,d2f) por el vector u normal
unitario a S, obtenemos una base (91 f,0of, W) de R3. Para cualquier vector
v € R3 , podemos decomponerlo en

v =00 f + 0?0 f + 03U

o usando sus coordenadas covariantes:

vp = (v|oif)
vy = (v]|0a2f)
vy = (v|W)

Si la base es ortonormal, esas dos representaciones de v por escalares coinciden.

. . . . —
Pero en general, (01f,02f) no son ni unitarios, ni ortogonales. Pero u es
unitario y ortogonal a los dos vectores de las derivadas parciales:

®3 = U3
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Por las dos primeras componentes, tenemos

vi = (v|0if)
= v O f|0if) + v2 (D2 f|0:f)

v'g1i + v g2

Z vagai
e

Y inversamente, tenemos
,UZ — E ,UO/gOLZ
«

Si efectuamos esos dos tipos de decomposiciones para las derivadas parciales
de orden 2, las componentes en 01 f y en Oy f van a llamarse los simbolos de
Christoffel:

Lij = (0:0;f|0kf)
0.0;f = TLONf+T20uf + hij

Los I'; % son los simbolos de Christoffel de primero especie y los Ffj, los simbolos
de Christoffel de segundo especie.

Los coeficientes h;; no son intrinsecos. De hecho, los conocemos ya:

hin = L
his = M =hoy
has = N

son los coeficientes de la segunda forma fundamental.
Ejemplo:
Consideramos la esfera de radio R centrada en el origen, tiene como repre-
sentaciéon parametrica:
f: (u,v) = R(cosucosv,cosusinv,sinu)

Entonces, tenemos

O01f = R(—sinucosv,—sinwucosv,cosu)

Oof = R(—cosusinv,cosucosv,0)

O fNOof = RQ(f cos? u cos v, cos? usin v, — sin u cos u)

y el vector normal es

N : :
u = (—cosucos v, — cosusinv, —sinu)
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Entonces,
fo = R(—cosucosv,—cosusinv, —sinu)
02f = —R(cosusinv,cosusinv,0)
010:f = R(—sinusinv,—sinucoswv,0)

Los simbolos de Christoffel de primera especie son

pn =0
2 = 0
21 = 0
90 = —R%sinucosu
Iy = R%*sinucosu
a2 = 0
También tenemos
Rf = —f
010f = —tanu.0of
02f = sinucosu.01f + Rcos®u.uw

De esas relaciones, podemos deducir imediatamente los simbolos de Christoffel
de segundo especie.
Usando el teorema de Young, 0;0; f = 0;0; f, tenemos
Pij = Ljik
k k
Fij = Fji
Como ademas, los simbolos de Christoffel de primera especie y de segunda

especie son respectivamente coordenadas covariantes y contravariantes, podemos
obtener uno del otro usando el tensor métrico:

Tijk = > gakl'y;
a

Zgakrija
a

k
r¥,

Podemos observar que

Okgi; = Ok(0if10;f)
= (Ok0if10;f) + (0i f10k0; f)
= Thij + Tiji
Permutando circularemente los indices, obtenemos
Oigir = Tijp +Tirj = Lijr + Trij
Oi9ki = Tjri +Tji = Trji + Tije
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Substrayendo la primera de esas tres relaciones de la suma de las dos ultimas,
y dividiendo por dos, obtenemos,

1
3 (0igjk + 0igri — Orgij) (4.6)

Como esta relacién expresa los simbolos de Christoffel de primera especie en
funcién de las unicas componentes del tensor métrico, observamos que es bien
una cuandidad intrinseca ligada al tensor métrico. En geometria riemaniana,
usamos la Ec.(4.6) como definicién de los simbolos de Christoffel de primera
especie:

Definicidnt

Sea g : U — R?*? un tensor métrico de clase C%. Los simbolos de Christoffel
de primera especie de este tensor métrico son 2% funciones

Tijr =

1
3 (0igjk + 0jgri — Okgij) : U — R (4.7)

Los simbolos de Christoffel de sequnda especie de este tensor métrico son las 23
funciones:

Lijr =

I‘i—“j = Zgakfija :U—> R
a

Es importante de notar que los simbolos de Christoffel no son las compo-
nentes de un tensor 3 veces contravariantes o de un tensor 1 vez contravari-
ante y 2 veces covariantes. Las formulas de transformacién de los simbolos de
Christoffel durante un cambio de parametros no son las formulas exigidas por
la definiciéon de tensor. Eso significa que los simbolos de Christoffel no son
relacionado a arco riemaniano pero bien al tensor métrico.

Proposicion:
Sea g : U — R**% y g : U — R2<2 dos tensores métricos de clase C?

equivalente en clase C? via ¢ : U — U. Silos Lijx y los I‘fj son los simbolos
de Christoffel del tensor métrico g, tenemos

Dijik = Y (Tave 0 9) 0:0".0;0" " + Y _ (Gab © ©) -0:0;0" O

a,b,c a,b

T =Y (15 09) 01" 059" (0.5 0 o) + > 0:0;0"(0aF" 0p)  (4.8)

a,b,c

La demostracion es directa y sin problemas.

4.6 Tensor de Riemann
Para introducir una definicién riemaniana de la curvatura total, tenemos que
recuerdarnos que para una sabana S en el espacio
LN - M? _ hithas — highar
EG - F? 911922 — 912921

Ky
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El denominador es una expresién intrinseca. Por el numerator, definimos

Roije = hithjm — hijhim

_ Ri212
911922 — 912921

Hasta ahora, esos simbolos no son muy intrinsecos. Pero si f: U — R? es una
representacion parametrica de S,

Kr

Roij = (hi@|hjm @) — (hij W |him @)

(aiakf =Y T40uf10;0mf = F;maaf> -
- (az-ajf =Y T0uf|OkOmf = Fzmaaf>

0l ikm — OkLlijm + Z (TfmTija = T§mlika)

Para obtener este resultado usamos las relaciones entre los simbolos de Christof-
fel de primera especie y de segunda especie. Eso constituye una expresién intrin-
seca del simbolo R, . De hecho, las funciones R, 5, son los 24 componentes
de un tensor 4 veces covariantes.

Definicién

Sea g : U — R?**2 un tensor métrico de clase C>. Los 2* componentes del
tensor de Riemann covariante del arco riemaniano representado por g son las
funciones:

Ruiji = 0iLikm — Oklijm + Z (Cmlija — T nlika)

Este tensor es llamado tensor de Riemann o tensor de curvatura de segunda
especie.

Proposicion:
El tensor de Riemann covariante se transforma como

Rumije = Z (Edabc ° 90) O o010 00" O p°
a,b,c,d

cuando pasamos del tensor métrico g a un otro tensor métrico g equivalente via
©.
Definiciénl

Las 2* componentes del tensor de Riemann de un arco riemaniano son las

funciones:
mo — ma
ijk = E 9" Raijk
a
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Es también llamado tensor de Riemann o de curvatura de primera especie.
Es un tensor una vez contravariante y tres veces covariante.

Proposicion:
El tensor de Riemann se transforma como
Bd ~ b
D= D (Rabc o <p) (0a®™ 0 ¢).0ip".0;p" Oy p*
a,b,c,d

cuando pasamos del tensor métrico g a un otro tensor métrico g equivalente via
©.

Lema:

Para cualquier i, j, k, m tenemos

aIc]-—‘jmi - ajrkmi = 8mrikj - azrkmj = 8jrzkm - aIc]-—"ijrn

La demostracién es un calculo directo, basado sobre la definicién de los
simbolos de Christoffel de primera especie.

Proposicion:
Para cualquier i, j, k, m tenemos

1. Rjkms = Rmiji

2. Rpyikj = —Rmijk
3. Rimjr = —Rmiji
m — m

4. Rip, = —Rly

Para el tensor de Riemann de una sabana de E(R3) tenemos

Ri212 = hi1has — highgy = LN — M?

Roi1a = Rigoy = —(LN — M?)

y
Roio1 = LN — M?

Los 12 otras componentes de R,,;;, son nulas.

[Consecuencia: (Teorema Egregium): |

La curvatura de Gauss de una sabana de clase C3 en el espacio E(R®) es
determinada por los unicos coeficientes de la primera forma fundamental.

Demostracion:
De hecho, el tensor de Riemann fue introducido tal que
_ Ri212

gi1922 — 912921

Ademas R1212 es definido en termino de los simbolos de Christoffel y los simbolos
de Christoffel se calculan a partir de las componentes del tensor métrico.

Kr
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4.7 Campos de vectores a lo largo de un arco

En algunas situaciones, nos seria util de poder considerar campos de vectores
tangentes a un arco riemaniano definido no sobre todo el arco pero solamente
al largo de un arco trazado sobre este arco riemaniano. Un ejemplo importante
de tal situacién es dado por el campo de vectores tangentes a un arco que
evidamente no es definido a fuera del arco.

En el caso de una sabana S en F(R3) representada por f: U — R? y de un
arco C' trazado sobre S con ¢: I — U, para darse, en un punto f(c(t)) de C, un
vector X (t) tangente a S, es necesario de darse dos componentes de este vector
en la base del plano tangente que es constituido de las derivadas parciales de f,
evaluadas en c(t).

X(t) = <Loufle(t) +<*daf(c(t))
= s ()

Como usualmente, para obtener una definicién riemaniana de este tipo de campo
de vectores, vamos a decir que el campo de vectores tangentes al largo de C' es
representado por dos funciones ¢!'2, mismo si la base de las derivadas parciales
no existe que en nuestra imaginacién.

Definiciénl

Sea g : U — R?**? un tensor métrico de clase C* y sea ¢ : I — U una
representacion de arco de clase CF trazado sobre este arco riemaniano. Una
representacion de un campo vectorial tangentes de clase C' relativa a g y a c
es una aplicacion de clase C':

<:IHR2;Hg(t):<<1(t))

Ahora tenemos que precisar cuando dos tales representaciones tienen que ser
consideradas como equivalentes. Sea g : U — R?*2 un segundo tensor métrico
de clase C* equivalente a g en clase C* via ¢ : U — U. Y sea ¢:I — U una
representacién de arco relativa a g, equivalente a c via 1) : I — I, es decir
poc=co. Sea<: I — RZ
_ Intuitivamente, pensamos que g proviene de una representaciéon parametrica
f equivalente a f via . Intoducimos,

X=(Jfoc)s

)?EXO{/;

y notamos ¢ la colona de las componentes de X en la base (J foa. Asi, tenemos

X=(Jfod)l
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Entonces,

X = Xoo
= (JfoCot).(Sov)
= (Jfopoc).(Sow)
(Jfoc)(Jpowoc).(Sor)

= ¢ = (JFopoc)Tou)

Sea explicitamente

SHt) N _ [ %18l opoc &Plopoc SHt) o
() )\ dPPopoc RPPopoc (t)or
o también, componente por componente,

¢ = (o) (P’ 0poc)

a

En la perspectiva riemaniana, este igualdad va a servir a definir la relaciéon de
equivalencia entre esos dos representaciones.

Definicién]

Sea ¢ : U — R>2 up segundo tensor métrico de clase Cc* equivalente a
g via el cambio de parametro ¢ : U — U de clase C*. Sea ¢ : I — U una
representacion de arco de clase C* relativa a g, equivalente a ¢ en clase CF
via v : I — I. Una representacion de campo de vectores tangentes de clase C!
relativa a § y a ¢, < : I — R? es dicha equivalente a < en clase C' si

¢ =3 (0 ) (B 0 p00) (4.9)

a

Definiciéni

Un campo de vectores tangente de clase C' a un arco riemaniano de clase
C* al largo de un arco trazado de clase C* es una clase de equivalencia de
representaciones de campos de vectores tangentes de clase C' por la relacion
anterior.

4.8 Derivada covariante

Una vez que tenemos esta nocién de campo de vectores tangentes al largo de
un arco trazado sobre un arco riemaniano, deseamos poder derivar tal campo
para medir sus variaciones. Estaria preferable que la derivada sea un campo de
misma naturaleza.

Consideramos de nuevo para tener una intuicién de la nocién de derivada
covariante, un campo de vector tangentes al largo de un arco trazado en una
sabana en E(R?). Si derivamos este campo ( usando como variable el parametro
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usado para representar el arco), el resultado es un campo de vectores que no
tiene ningun razon de ser tangente a la sabana.

Por ejemplo, tomamos los vectores tangentes unitarios a un paralelo de una
esfera, parametrizado por la abscisa curvilinea: derivar este campo nos da, en
cada punto, el vector curvatura del paralelo que es normal al paralelo y contenido
en su plano.

La solucién que vamos a adoptar para remediar a este problema es de
proyetar sobre el plano tangente los vectores obtenidos por derivacién. Va-
mos a llamar derivada covariante del campo de vectores tangentes a la sabana
al largo del arco, la proyeccién ortogonal de la derivada usual sobre el plano
tangente a la sabana.

En nuestro ejemplo; esta proyeccién nos da en cada punto del paralelo un
vector tangente al meridiano de este punto.

Si como antes, el campo es

X() =Y s"(t)-0af(c(t))

= X (1) =Y (") (1).0af(c(t) + > "(t).0u0af (c(t)).(c) (t)
b,d

a

La primera suma es en el plano tangente, la segundo no lo es como

0v0af =Y T840af + hoa @

Asi la proyeccién ortogonal de 0,04 f sobre el plano tangente es > I'f,0.f. La
derivada covariante vale entonces

VeX(t) =D (M) )+ D> Thale(®)<"(t).(ch) (t) | 0af(c(t)
b,d

a

De nuevo, vamos a usar esta relaciéon como una definicién riemaniana de la
derivada covariante.

Definiciénl
Sea g un tensor métrico de clase C* y sea ¢ una representacion de arco de
clase C* relativa a g. Sea < una representacion de campo de vectores tangentes
de clase C' relativa a g y a c. La derivada covariante de < al largo de c es la
representacion de campo de vectores tangentes V.¢ de componentes:
Ve = (¢") + D (a0 0)s"().(c*)
b,d

’

Ahora tenemos que responder a la pregunta de como la derivada covariante
se transforma durante un cambio de representaciones. Para responder a eso,
vamos a usar las siguientes relaciones:

X=(Ifoc)s=((J]o2)5)ov
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Derivando esos dos expresiones y proyetando sobre el plano tangentes, obten-
emos

i

STHEY + Y (Tha00)t@)-(c) | (Bif oc) =
b,d

- (S| Duencne| @50 oo)

[

= Y |@ +Z 2003 ).E | o | W (i fopoc)

Como 8, f = Y a(Oaf 0 ©).0;¢%, entonces

@ifopoc) = (0afoc)(@:iF" 0poc)

a

Usando este resultado en la Ec. anterior, obtenemos

(Ves)' =) ((Ve9) o)) 4. (0uF 0 o c) (4.10)

a

Esta relacion va a definir como la derivada covariante se transforma bajo un cam-
bio de parametro. No vamos a hacer la demostracion formal de esta propiedad.
Vamos nadamas a ver dos casos particulares interesantes.

1. Si no cambiamos el tensor métrico, entonces ¢ = Iy y ¢ = ¢o ) y usando
Ec.(4.10), tenemos

(Veoy (Cow))' = ((Ved) o)

2. Si cambiamos el tensor métrico pero no la representacion ¢, obtenemos

(Vo) =Y (VD)) . (0.7 00)

a

El caso general puede ser reconstituido usando esos dos resulados.

Es util de disponer de unas reglas de calculo de las derivadas covariantes:

Proposicion:

Sea g un tensor métrico de clase C* y sea ¢ una representacion de arco de
clase C* relativa a g. Sea < y x dos representaciones de campos de vectores

tangentes de clase C! relativa a g y a c. Sea f:I — R derivable y a,b € R. En
esas condiciones, tenemos

1. Ve(as +byx) = aVes + bVex
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2. Ve(fs)=f <+ fVes

3. (s1X) goe = (VesX) goe + (SIVeX) goe

Ejemplos:

Nos damos un campo de vectores tangentes de clase C'* a un arco riemaniano.
Por eso, consideramos una representaciéon ¢ : U — R? de campo de vectores
tangentes relativo a un tensor métrico g.

Consideramos también la curva de coordenadas z? = x
por

2

*

es representada

Cla2) U2y — U b — (zl,xf)

donde U_,2) = {z! tal que (x',2?) € U}. La composicién de ¢ da una apli-
cacién:
SOC(a2): U(_’zg) —R?:t— §(t,$i)
que representa la restriccion del campo de vectores al largo de la curva de
coordenadas.
La derivada covariante de ¢ o ¢(_,2) al largo de ¢(_,2) que vamos a llamar la
primera derivada covariante parcial de ¢ que vamos a notar

(V1) (#,22) = (Ve _y (o)) ()

En el caso concreto donde g es la metrica de una sabana S en R3, V¢ es la
proyeccién sobre el plano tangente a S de la derivada parcial ordinaria 0;¢.
Podemos hallar facilmente su expresion y obtenemos

Vic : U—R?
(xt,2?) — Vid'(a',2?) = <8lgi(x1,x2) + ZFgl(xl,xQ).ga(xl,x2)>
a 1<i<2

O de otra manera,
(Vi6)"' = 15" + ZFiLl-(a

De la misma manera, podemos componer ¢ con

Ot Uaty = U2 = (2,,2%)

PEE

Procedando de la misma manera que antes, eso va a darnos la segunda derivada
covariante parcial del campo de vectores representado por g.

Voc : U— R?
(x',2?) — Vas(a!,2?) = <8ggi(:v1, z?) + Z I, (zt 2?).¢% (2!, x2)>
a 1<i<2

O de otra manera,
(V2q)" = dac" + ZFfﬁ,g“

Ejemplos:
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1. Tomamos para campo de vectores tangentes ”la primera derivada parcial”,
es decir el campo representado por ¢(x!,2?) = (1,0). Entonces, tenemos

Vic = (F}DF%I)

Va¢ = (F%z,rfz)
De la misma manera si ¢(z!,22) = (0, 1), tenemos

Va¢ = (F%%I%Q)

Vg = (FbaF%z)
Si la representacion del campo de vectores ¢ es de clase superior o igual
a dos, podemos reiterar este proceso y calcular VoVs, V1V 0 V1Vs.

Pero es importante de observar que al contrario de las derivadas parciales
usuales, las derivadas parciales covariantes no comutan en general!

VaVi¢ # V1Vag

2. Tomamos de nuevo s(z!,z?) = (1,0), podemos hallar
V2Vie = (8olyy + oty + Tl Ty, 15, + T3l + T30
ViVas = (1T1s + T1i 1 + Tial5e, 115, 4+ T3 T1o + T3oTT)

Esos dos campos de vectores no parecen ser iguales. De hecho, podemos
ilustrarlo en el caso de la esfera. En este caso, el tensor métrico es

R? 0
1,2y
g(xvx)_( R2 cos2 7l )

Usando los simbolos de Christoffel correspondiente a esta metrica, obtenemos

VoVi(1,0) = 0
VlVQ(l,O) = (07_1)

El hecho que la diferencia Vo V¢ — V1 Vo< es diferente de cero es relacionado
a la curvatura del arco de Riemann. Este punto deberia ser desarrollado en un
curso ulterior.

4.9 Campos de vectores paralelos

Introducimos la nocién importante de campos de vectores paralelos. Son campos
de vectores que parecen equipolentes a los habitantes de la superficies cuando
ellos recorren el arco al largo del cual el campo es definido.

Definicién: |

Un campo de vectores tangentes de clase C' a un arco riemaniano de clase
C* al largo de un arco trazado de clase C* es dicho campo de vectores paralelo
st su derivada covariante es nula.

Notas:
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Vo€ = (0,—tg.1:’) Vi V€ = (0, -1)

Figura 4.1:

1. la denominacién ”vectores paralelos” no es perfectamente adecuada por
que en geometria afin, vectores paralelos son vectores multiples de uno del
otro pero aqui, hablamos de vectores iguales.

2. Es facil de averiguar que si la derivada covariante es cero en una de las
representaciones del campo de vectores tangentes es nula en cada repre-
sentacién equivalente. Entonces, la nocién de campo de vectores paralelos
es bien una propiedad del campo de vectores y no de la representacion
particular.

3. Los vectors de un campo de vectores paralelos son paralelos para los habi-
tantes de la superficie! Pero si la estructura riemaniana proviene de una
superficie immersa en E(R?) no los vemos necesariamente como vectores
paralelos. Por ejemplo, los vectores tangentes unitarios a un gran circulo
de la esfera forman un campo de vectores paralelos y en puntos diame-
tralamente opuesto, los vectores del campos son de sentido opuesto.

4. Seria falso de imaginarse que un campo de vectores paralelos es una funcién
constante:
¢: I — R?

De hecho, ¢ no es strictamente hablando un vector del campo pero mas cor-
recto la colona de sus componentes en la base (fantasma) de sus derivadas
parciales que son ellas en general no constantes. Es suficiente regresar a la
definicién de la derivada covariante para darse cuenta que Vo,s =0y ¢ =
constante son en general propiedades independientes una del otro. Pero
son bien equivalente si los simbolos de Christoffel son nulos al largo del
arco.

Ejemplos:

Sobre la esfera de radio R centrada en el origen, consideramos el paralelo
de latitude ug(—n/2 < ug < m/2). Al largo de este paralelo, consideramos el
campo de vectores:

¢:R— R?:t— (1/R,0)
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"
s

Figura 4.2:

Es en cada punto del paralelo, el vector tangente en la direccién del norte. Esos
vectores son un campo de vectores paralelos? Para responder a este pregunta,
podemos razonar en E(R?). El paralelo es representado por

p:R— R®:t— (Rcosugcost, Rcosugsint, Rsinug)
El campo de vectores es
X(t) = (—sinwug cost, — sin ug sin t, cos ug)

Su derivada es

X' (t) = (sinug sin ¢, — sin ug cost, 0)
vector que es nulo si y solamente si ug = 0. Ademas, para ug # 0, X '(t) es
horizontal y no tiene una proyecciéon nula sobre el plano tangente como este no
es vertical. Asi la derivada covariante de X es nula si y solamente si ug = 0 es
decir cuando el paralelo escogido es el ecuator. En los otros casos, el campo de
vector no es un campo de vectores paralelos.

Hay todavia un punto a mencionar. Si nos damos sobre un arco riemaniano
dos arcos trazados C'y D con dos puntos comunes P y ). Consideramos sobre
cada de esos arcos, un campo de vectores paralelos, esos dos campos coinciden
en el punto P, podemos deducir que esos dos campos van a coincidir en Q7 La
respuesta es no!

Un ejemplo facil a visualisar es el siguiente: la superficie es una esfera cen-
trada en el origen. Los arcos C' y D son respectivamente los meridianos con-
tenidos en el plano Oxz, del lado de los z positivos y en el plano Oyz del lado
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e

Figura 4.3:
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DN
RS

Figura 4.4:

de los y positivos. P es el polo sur y @ es el polo norte. En cada punto de C,
plazamos un vector unitario dirigido al este y en cada punto de D, plazamos el
vector unitario dirigido hasta el norte. En el polo sur, los vectores de los dos

campos son iguales pero en el polo norte, los dos vectores son opuestos uno del
otro.

Una vez mas, eso es relacionado a la curvatura del arco de Riemann.
Proposicion:
Sea C un arco trazado sobre un arco riemaniano, sea s y x : I — R? dos

campos de vectores paralelos al largo de C'. En esas condiciones, las funciones
ISl goe ¥ (SIX)goc : I — R son constantes.

Demostracién evidente usando las propiedades del producto escalar y de la
derivada covariante.

Proposicion:
Sea C un arco trazado sobre un arco riemaniano, sea P un punto de C y
v € R2. Eriste un tnico campo <, de vectores paralelos al largo de C' tomando

en P el valor v. Ademas, cualquier sea el punto @ de C, la aplicacion de
R? — R? que asocia a v el valor en Q del campo <, sea

v—w(Q)

es una tsometria.
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4.10 Curvatura geddesica

Definimos la curvatura geodesica en el capitulo anterior. La curvatura geodesica
de un arco trazado sobre una sabana es la componente de la curvatura de este
arco en la direccién del plano tangente a la curva. Aqui, para simplificar, no
vamos a buscar a darlo un signo. Vamos siempre a tomarlo como la norma del
vector de curvatura geodesica que es la proyeccion del vector de curvatura sobre
el plano tangente.

Consideramos sobre una sabana de E(R?) representada por f : U — R3 un
arco dado por una representaciéon normal ¢ : J — U. El vector de curvatura
geodesica es la proyeccion en el plano tangente del vector de curvatura del arco,
es decir es la proyeccié n sobre el plano tangente de la derivada del vector
tangente al arco. Entonces, es la derivada covariante del campo de vectores t
tangentes (unitarios) al arco.

Kj_g) = Vz?

Cuanto a la curvatura geodesica (escalar), es la norma del vector anterior:

N
Definicién: |
Sea T : J — U una representacion de clase C? de un arco trazado, relativo
a un tensor métrico g : U — R?*? normal en el sentido que |[¢|,.. = 1.

goc
La curvatura geodesica del arco representado por € sobre el arco riemaniano

representado por g es

kg = HVEE’

goc
Consideramos ahora relativamente al tensor métrico g, una representacién

de arco trazado, ¢ : I — U regular y de clase C? y suponemos que esta repre-
sentacion no es normal. Entonces, si escogimos tg € I, y definiendo

t ’
o(t) = / c
to goc

entonces, ¢ = coo” - es una representacion normal de arco trazado relativo a g.
Si¢: I — R? es una representaciiion de campo de vectores tangentes relativo
acy ag, larepresentacién correspondiente, relativa acy a gesc=goo L.

Usando las reglas de transformacién de la derivada covariante, tenemos
ng = vcoa—l(goU_l)
= (choa_l) .(0_1)

1

’
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. — T
En particular, cuando § = ¢,

¢ = GCoo
= EIOO'
!
_ (zo0)
= =
’
_ c
e 1 goc
y
’
Rg = HVEE _
goc

-1

H( l1 .VC < IC/ >>
[ pee ™\ Tpee

oo
goc
o de otra manera,
1 !
[Tpoe ™ \TTec ) ).
/
1 c
= \%
Tl || ¢ (nc'ngoc)
goc

Ejemplos:
Hallamos la curvatura geodesica de un paralelo, representado por c¢(t) =
(x1,t) sobre la esfera de radio R y centrada en el origen. El tensor métrico es

R? 0
1,2y
g(xvx)( R2 cos2 2l )

Asi tenemos ¢/(t) = (0,1) y entonces, ||c/(t)]],,., = Rcoszl. De alla, tenemos

goc

1
c —0,—L

<]

y usando los simbolos de Christoffel, tenemos

’ . 1
C S T
v :< : o)
C(nc'ngoc) R
’
C
[Tyec ) ..

Entonces,



143

y entonces,

1 ’
KgoOo = ; Ve ,C
lle Nl goe lle Nl goc

|tan mi’
R

Esta curvatura geodesica es nula solamente para el paralelo considerado en el
ecuator.

goc

4.11 Geddesicas

Las geodesicas son los arcos trazados sobre una sabana que, para los habitantes
de esta sabana, parecen ser lineas rectas. Lo que significa que su curvatura
geodesica son nula pero solamente su curvatura geodesical

Definicidn

Un arco trazado sobre un arco riemaniano es una geodesica i Su curvatura
geodesica es nula en todo punto.

Proposicion:

Sea ¢ : I — U una representacion de clase C? de arco trazado , relativo a
un tensor métrico g. Las dos siguientes proposiciones son equivalentes:

es una constante
goc

. /
1. el arco representado por c es una geodesica y Hc ‘

2. Para 1=1,2

’

(" + Z (Tiyoc) () (") =0
a,b
Esas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Euler.

Demostracion:

(1) = (2) : se demuestra directamente a partir de la definicién de geodesica
(y curvatura geodesica) y de la definicién de la derivada covariante.

(2) = (1): Empezamos con la definicién:

y derivando esta expresion y usando las propiedades de los simbolos de Christof-
fel. Y probamos que
’ 2 '
(II..) =
goc

= cste = k y el mismo calculo que en la primera parte nos
goc

ensefia que k2 (kg 00) =0

2

’

c

’

= (gapoc) (") ()

oc
g a,b

!
Entonces, ||c
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Sabemos que en el plano, por cada punto, pasa una y una unica linea recta
en cada direccién. La siguiente proposicién generaliza esta propiedad a las
geodesicas de un arco riemaniano.

Proposicion:

Sea S un arco riemaniano de clase C?; en cada punto de S, en cada direccién
, existe uno y un unico arco de geodesica trazado sobre S pasando por este punto
y admitiendo un vector tangente paralelo a la direccion dada.



Capitulo 5
Ejercicios.

1. Sea los vectores u = (1,2,3) y v = (—1,4,3) y el punto P = (0,0, 1).

e Verificar que u y v son linealmente independiente.

e Dar las ecuaciones vectoriales, parametricas y cartesianas de la linea
recta vectorial dy apoyandose sobre el vector u, del plano vectorial
7o apoyandose sobre los vectores u y v.

e Dar las ecuaciones vectoriales, parametricas y cartesianas de la linea
recta afin d paralela a u y pasando por el punto P, y del plano afin
7 paralelo a u y v y pasando por el punto P.

2. Sea los puntos

A=(-1,4,3)
B=(1,2,3)
C = (0,0,1)

Hallar las ecuaciones vectorial, parametricas y cartesianas de

e la linea recta d = BC

e del plan ABC

3. Sea

Dar las ecuaciones vectoriales, parametricas y cartesianas del plan P
pasando por A y By paralelo a CD.

145
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4. Hallar las ecuaciones parametricas para los planes de ecuaciones:

)

) r+y—1=0

) 3r—y+5z=17
d) x—5z=17

) 3x—y=0

) y=-8

) r+y=1
z+1 -3 z+3
b o
C) r— :17y7z1-2
r+y+z2=3
d) {) 20 —y =

6. Hallar las ecuaciones cartesianas de la linea recta paralela a d y pasando
por el punto P:

a) dz{xz?fyzll P=(-1,22)
r=2t+1

b) d=( y=—-t+2 P =1(0,0,1)
z=t—-3

o
7. Determinar si los triplets (E, V, (——)) siguientes son espacios afines. Si la
respuesta es afirmativa, dar la suma de un punto y de un vector:

’ ’ ! 7
a) E= Z2’ V= R27 (21,22)(2122) = (21 — 21,22 — 22)

) E:R3,V=R3:(1‘1,$27333)(y17y2yy3):
(k(y1 — 1), k(y2 — 22), k(ys — x3))
¢) E=RV=R3: (w1, 22,23)(y1,Y2,¥3) =
(y2 — 2,91 — T1,Y3 — x3)
d) E=R3V =R?: (w1, 22,23) (Y1, Y2, ¥3) =

(ZUl —T1,Y2 — 552)
E= R4,V = CQ : (551,$27$37$4)(ylay2ay37y4) -
(1 — 1) +i(ys — x3), (Ya — x4) +i(y2 — x2))

—

) E=CV=C:22 =2 —2

8. Determinar si las siguientes aplicaciones son representaciones parametricas



10.

11.

12.

13.
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de curvas o de arcos de curvas y determinar su clase:

a) f:R— R?:t— (t?, cost?)
b) f:R— R?:t— (|t|,sint)

2 42
PRSI R
(cost,sint) 2>t >0
) (1,t —2m) t>2m
e) f:]-1,1]— R?:t — (0,t")
f) f:]-1,1]— R?:t — (t,t")
) f:[0,27] — R? :t — (cost/2,sint/2)

f:Rj_HRQ:tH

@

Ponemos para cualquier n impar, f, : R — R? :t — (t",t™), determinar si
cuando m # n las representaciones parametricas f,, v f, son equivalentes,
en cual clase?

Buscar los puntos singulares de las representaciones parametricas sigu-
ientes:

a f:R— R?:t— (t],sint)

. 9 (cost,sint) 27 >¢t>0
fiRL =R 't_’{ (1,t—27)  t>2r
f:]-1,1— R%:t — (0,t")

f:]-1,1]— R?:t — (t,t")

Representar graficamente la curva representada por

=

c

)
)
) 1
d) -1

f:R— R?:t— (6sint — 2sin3t,6cost — 3cos 2t)

y hallar sus puntos singulares.

Determinar los puntos multiples de las curvas de R? representadas por las
ecuaciones implicitas siguientes. Dar las representaciones parametricas
para cada una de ellas:

a) xy=0

b) 2 =1

) R
d 3axy = x3 + 17

)
e) (¥ +y?)? =2a*(a% —y?)
f)

Dar una ecuacion implicita describiendo la curvas de siguientes representa-
ciones parametricas:

a) f:R— R?:t— (cos2t,sin2t)
) f:]0,27] — R?:t — (cosht,sinht)

c) f:R— R?:t— (cost,sint)
)

. 2. 2at?  2at®
f:R—R .t%(lj_tz,lj_tz)
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14. Escribir la ecuacién de la tangente en un punto regular cualquiera de la

curva:
=12
y=t

15. Determinar los puntos del elipsa

x =2cost +sint
Yy =2cost —sint

en cuales la normal pasa por el origen.
16. Hallar la envolvente de las siguientes familias de curvas:
e de la familia de lineas rectas:
ar —y = a?/2
e de la familia de circulos:
(x—a)*+y*—2a=0
e de las normales a la parabola:
y=(2/2)° -1

de la familia de circulos:

(x—a®)?+y* =1

de la familia de hiperbola:
zy —y* —azx + (2a — 3)y = a® — 3a

de la familia de conicas:

17. Hallar la longitud

e de un arco de la cycloida:

x = R(t — sint)
y = R(1 — cost)
o de la cardioide
x = a(2cost — cos 2t)
y = a(2sint — sin 2t)

18. Dar una representacién parametrica normal :



19.

20.
21.

22.

23.
24.
25.
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de la ”tractora”

x = a(cost + Intan(t/2))
y =asint
e del circulo de radio R centrado al origen.
de la involuta del circulo:

x = R(cost + tsint)
y = R(sint — tcost)

de la espiral logaritmica:

x =elcost
y = elsint

Probar que la curvatura de un circulo de radio R es 1/R en cualquier
punto.
Hallar la curvatura de la parabola y = 2p2? en su vertice.

Hallar la curvatura de la elipsa:

T =acost
y = bsint

en sus vertices.

Hallar la curvatura de la espiral logaritmica en un punto cualquiera

x = el cost

y=elsint
Hallar la curvatura de una curva dada por su ecuacién cartesiana y = f(x)
Hallar la curvatura de una curva dada por su ecuacién polar: r = f(0).

Hallar la curvatura:

e de la estrofoida recta:

N |
T = 0@
= at—t2_1
Y= atizy

en el punto (¢ = 0).

e del "folium” de Descartes:

{ - 3a (1—t*)(1+1)

2 3t24+1
_ 3a (1=t*)(1-1)
Y=7% "3

en el origen.
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e del mismo ”folium” de Descartes en el punto 0.

e del ”caracol” de Pascal:

x = kcost + acos2t
y = ksint + asin 2t

en el punto de interseccién con su eje de simetria.

26. Dar una representacion parametrica de la evoluta del elipsa:

T =acost
y = bsint

27. Hallar la evoluta de la espiral logaritmica:

xr =elcost
y = elsint

28. Hallar la evoluta de la ”tractora”:

xza(lnt—i—%jr—ttz)
y:12fttz

29. Dar una representacion parametrica normal para los arcos de curvas sigu-
ientes
r=12/2
y =cost+tsint
z =sint —tcost

x = 2et(sint — cost)
y = 3¢t
z = —2¢'(sint + cost)

T =2u
y=7-3Suu
7= —2u?

30. Para las curvas de representaciones parametricas dadas,expresar en cualquier
punto, el triedro de Frenet, la curvatura y la torsion:

y=a’

z =213
T =acost
y = asint

z =10t
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32.

33.

34.

35.

36.
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-
Sea (?(s), 7 (s), b (s)) el triedro de Frenet de una curva. Demostrar que
existe un vector w(s) llamado vector de Darboux tal que

— —
t =wAt

W/:w/\ﬁ

—> —

b =wA b

Sea la curva

- 2 t<0

o 0 t>0

_ 0 t<0

Y= t>o0
z=1t

hallar si posible su triedro de Frenet, su curvatura y su torsion al origen.

Representar graficamente las superficies con las siguientes representaciones
parametricas y determinar si esas representaciones parametricas son reg-
ulares.

)

) f:R?*— R®: (u,v) — (ucosv,usinv,v)

) f:R?>— R®: (u,v) — (ucosu,usinu,v)
¢) f:R?— R®: (u,v) — (ucosu,v,u)

) f:R*XR— R?®:(u,v) — (ucosv,usinv,u)

=

QU

Dar una ecuacién implicita para las superficies con siguientes representa-
ciones parametricas:

f:R?*— R®: (u,v) — (cosu — sinu, cosu + sinu, v)
f:R?>— R®: (u,v) — (v(cosu — sinu),v(cosu + sinu), v)

2
)
% f:R?>— R®: (u,v) — (u,v +sinu,v)
)

=

QU O

f:R?— R3: (u,v) — (e“cosv,evsinv, e sinv)

f:R?>— R%: (u,v) — (acos®u,bsin? vsin® u, c cos® vsin® v)

3]

Determinar si la curva representada por
g:R— R®:t— (tcost,tsint,t)

es trazada sobre

a) f:R?*— R®: (u,v) — (ucosv,usinv,v)
b) f:R?*— R®: (u,v) — (ucosu,usinu,v)
¢) f:R?— R®: (u,v) — (ucosu,v,u)
d) f:R*XR— R?: (u,v) — (ucosv,usinv,u)
Probar que
x=1+cosd
y =sinf

z=2sin6/2
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representa la interseccion de la esfera

T = 2C0s U Ccosv
Yy = 2cosusinv
z=2sinu

y del cilindro
z=1+cosu
Yy =sinu
z=v

(se llama la ”ventana de Viviani).

37. Consideramos el cono

T = UCcosv
Yy =usinv
z=u

y trazamos una curva C poniendo

{ u=f(t)

v=t

determinar la funcién f de tal manera que las tangentes a C' hacen un
dngulo con el eje Oz igual a arccos(1/v/6).

38. Dar un vector normal y la ecuacién del plano tangente a la superficie:

r=1Uu

y=v
z=u?—0?

en el punto de parametro (1,1).
39. Hallar el plano tangente en un punto cualquiera de
e del cono: 2% = a?(z? + y?)
e de la superficie representada por

T = cos® ucos? v

y = cos? usin? v
z =sin’u

40. Hallar la primera forma fundamental de la helicoide:

T = UCcCosv
Yy =usinv
z=kv

e al origen



41.

42.

43.

44.

45.

46.
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e en el punto de parametro (1,0)

e en el punto de parametro (2,7/2)

Hallar la primera forma fundamental en un cualquier punto de la esfera:

x = Rcosucosv
y = Rcosusinv
z = Rsinu

Hallar la primera forma fundamental en un cualquier punto de la paraboloide
hiperbolica:

T=u

y=v

z=u?—?

Hallar la primera forma fundamental en un cualquier punto de la paraboloide
eliptica:

T=1u

y=v

z = (u/a)® — (v/b)
Hallar la primera forma fundamental en un cualquier punto de la elipsoida
T = @ COS U COS VU

y = bcosusinv
z = csinu

Hallar la primera forma fundamental en un cualquier punto del toro:

2z = (a+bcosu)cosv
y = (a+ bcosu)sinv
z =bsinu

Hallar la longitud del arco

trazado sobre la superficie

T = UCOSV
Yy = usinv
z=u

entre los puntos de coordenadas (0,0,0) y (1,0,1).
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47.

48.

49.

50.

o1.

52.

Hallar la longitud del arco

v=1t

_rt dx
{ u = fﬂ'/4 sin x

trazado sobre la esfera
T = cosuSsinv

y =sinusinv
Z = CoS U

det=0at=m.

Sobre la esfera del ejercicio anterior, consideramos la curva:

y hallar su longitud entre los puntos de parametros t =0y t = 7 /2.

Hallar la primera forma fundamental para una representacién parametrica
de Monge:

T=u
Yy=uv
z = f(u,v)

estudiar en particular lo que paso en un punto estacionario de f.

Hallar la segunda forma fundamental de los ejercicios anteriores donde
teniamos que hallar la primera forma fundamental.

Hallar la segunda forma fundamental para una representacién parametrica
de Monge:

r=1u
y=v
z:f(u,v)

estudiar en particular lo que paso en un punto estacionario de f.
Hallar la curvatura normal del paraboloide hiperbolico:

r=1Uu

y=v
z=uZ —v?

en el origen y en la direccion

e (du,dv) = (1,0)
o (du,dv) = (0,1)
e (du,dv) = (1,1)



53.

54.

55.
56.

57.

58.
59.

60.

61.
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Hallar la curvatura normal en la superficie:

x = (a+bcosu)cosv
y = (a+bcosu)sinv
z =bsinu

en el punto de parametro (u,v) y en la direccién (du, dv).

Hallar la curvatura normal de la helice

T = acost
y =asint
z=0bt
sobre el helicoide:
T = UCoSv
Yy = usinv
z="bv

Buscar los puntos ombilicales del paraboloide eliptico z = (x/a)?+ (y/b)>.

Describir la naturaleza de los puntos de la superficie de ecuacion: z =
% — g3

Hallar la curvatura total de la superficie z = * — y* en el origen y en el
punto (1,1,0) y deducir de eso la naturaleza de esos puntos.

Hallar la curvatura total en un punto cualquiera del toro.

Probar que la curvatura mediana del ” catenoide”:

x = coshtcosv
y = coshtsinv
z=1t

es nula en todo punto.

Hallar la curvatura total de la superficie de revolucion:

x = f(u)cosv
y = f(u)sinv
z=g(u)

Probar que la pseudo-esfera

2au
1+u?
_ 2au
y - 1+u2

z=a(lnu+

xr =

CoS v
sinv

1—u2
)

tiene una curvatura total constante y negativa.
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62. Hallar la curvatura, la curvatura normal, la curvatura geodesica,

e de un paralelo de una superficie de revolucion

e de un meridiano de una superficie de revolucion.

63. Determinar si (U, g) dados son un mapa locale (otramente dicho si g :
U — R**2 representan un arco riemaniano) y determinar su clase

1 x!
g:R*> = R*: (2%, 2%) — < ol 9 )

) L R2 () 2?) sin(x!/2%)  cos(z!/x?)
g Rx R = R (@) < cos(z!/z?) sin(z!/z?) >

g: R2 \ {(070)} S R2- (.131,562) R ( 1/ [(I1)20+ (I2)2] (f )

CR2 R (2! 2?) - [(551)2‘?(%2)2‘#4]72 0 >
gR R ( ) ) ( 0 [($1)2+($2)2+4]_2
ol Lyt
)

ot g [ata?] )

—

g:R2—>R2:(x1,x2)—>(

|

g:R2—>R2:(x1,x2)—><

L] e
° 1],.1
* 4 0
g:R+2—>R2:(:E1,a:2)—>( x()’a:| 4302‘352‘ )

64. Determinar g tal que ¢ : U — U sea el cambio de parametros entre (U, g)
y (U, 9).
U:R*\ (Ry x {0}) = {(2",2%)|z" <00 2®#0}

1+4(zh?  4ata?
4ata? 1+ 4(2?)?2

U = R% x10,2n]

0:U—U: 3,7 — (z',2%) = (7' cos 72, 7' sin 72)

g:U — R¥?%: (21 2%) — (

Determinar las clases de los dos mapeos y del cambio de variables.

65. Construir un mapa local (tensor métrico) representando :



66.

67.

68.

69.

70.

71.
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e ¢l plano ”invertido”

x = u/(u?®+v?)
y =v/(u?+v?)
z=0

2 2

e la semi-esfera en representacién de Monge:z = /1 — 22 — y

o la esfera ”estereografica”:
x = 4u/(u? +v% +4)
y=4v/(u? +v% +4)
2= (u?+v*—4)/(u® + 0>+ 4)

Hallar los simbolos de Christoffel de primera y segunda especie para las
representaciones parametricas de

e la esfera
e el paraboloide hiperbolico
e ¢l paraboloide eliptico
e ¢l elipsoide
e ¢l toro
Hallar los simbolos de Christoffel de primera especie y de segunda especie

para una representacion parametrica de Monge. Estudiar en particular lo
que pasa en un punto estacionario de f.

Hallar el tensor de Riemann de segundo especie para las mapas locales

SRR () 2?) [(331)2+(332)2+4]_2 0 >
g: R R . ( ’ ) ( 0 [(:L'l)2 + (ZE2)2 +4] -2

Hallar el tensor de Riemann de segundo especie para las mapas locales

g: B{(0,0)} — B : (a!,a?) — ( (212 + (22)2] 2 0 )

Probar que

1
Riji = 3 [0;0k g1 + 0501951 — 0;0kgj1 — 0;01Gk:)

+ Z 9" [TitaT kb — Tikal j10)
a,b

Probar las siguientes relacion
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72.

73.

74.

75.
76.
e

78.

79.
80.

o Rijk = Ry
® Rijpi + Rigtj + Rijr =0

Sobre el cilindro

T =cosu
Yy =sinu
z=v

consideramos la elipse A representada por

u=t
v =sint

Hallar la derivada covariante al largo de A de los campos de vectores
tangentes siguientes

e (0,0,1)
e (—sinu,cosu,0)
Sobre la esfera unidad representada por

T = COSUCOS U
flu,v) = y=sinusinv
z =sinu

Consideramos el campo de vectores tangentes T' = 0y f. Hallar

e su primera derivada covariante parcial al largo de las curvas v = cste.

e su segunda derivada covariante parcial a largo de las curvas u = cste.

Hallar la curvatura geodesica de un paralelo y de un meridiano de una
superficie de revolucion.

Hallar k4 para una helice circular vista como trazada sobre un cilindro
Hallar k4 para una helice circular vista como trazada sobre un helicoide.

Demostrar que las geodesicas de un cilindro (generalizado) son las helices
generalizadas trazadas sobre este cilindro.

Escribir las ecuaciones diferenciales de las geodesicas para una repre-
sentacién de Monge.

Hallar las geodesicas de un cono de revolucién.

Sea f(u,v) una representacién de clase al menos igual a dos de un arco de
superficie tal que F = E(u), F = 0,G = G(u)
e Probar que las curvas v = cste son geodesicas.

e Determinar cual condicién tiene que llenar una curva u = cste para
ser una geodesica.



Capitulo 6

Bibliografia

En este capitulo, vamos a dar una lista de referencias que podria ser util para
aprofundir o ir mas alla de esas notas o para dar nueva luz sobre los conceptos
estudiados en esas notas. Esta lista es lejo de ser exhaustiva y va ser completada
y actualizada durante el curso mismo.

1. Theodore Frankel, ” The geometry of physcis”, Cambridge University press
(2004)
Excelente libro que va mas alla de esas notas.Un libro de referencial

2. Abraham Goetz,” Introduction to differencial geometria” , Addison Wesley
(1970)
Excelente libro que va de las nociones sencillas como curvas planas y cur-
vas espaciales hasta geometria riemaniana y las tecnicas modernas de la
geometria diferencial.

3. Alfred Gray,” Modern Differential geometry of curves and surfaces”, CRC
Press (1993)
Un libro que va mas alla de esas notas en su presentacion de la geometria
diferencial. Tiene muchos programas Mathematica para ilustrar su con-
tenido.

4. Martin M.Lipschutz,” Theory and problems of differential geometry” ,McGraw-
Hill, N-Y (1969)
Un bueno libro con problemas resueltas en detalles y contiene un rica
coleccién de propiedades de curvas y superficie.

5. E.H. Lockwood,” A book of curves”, Cambridge University press (1961)
Un pequeno catalogo de curvas planas.

6. http://www-history.mes.st-and.ac.uk/ ~history/Curves/Curves.html
interesante sitio internet que presenta varios ejemplos de curvas planas.
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7. M.P. do Carmo, ”geometria diferencial de curvas y superficies”, Alianza
Universidad Textos 1990
Un excelent libro que tiene ademas la ventaja de ser en espanol.

8. Chris J.Isham, "Modern differential geometry for physicists”, World Sci-
entific, 1999
Un bueno libro que claramente va mucho mas alla del nivel de esas notas.



