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Capitulo 1

Espacios euclidianos

En unos espacios vectoriales, tal que el espacio usual, es posible de calcular
la longitud de un vector o el angulo entre dos vectores usando el producto
escalar. Esta nocién es el tema de este capitulo.

1.1. Productos escalares

Definicién 1 Una forma bilineal simetrica sobre un espacio vectorial E so-
bre el campo R es una aplicacion:

(|J):ExE—-R
que satisface las siguientes condiciones:

1. bilinealidad: Para cualquier x,y,z € E y o, € R:

(za+ypblz) = alz|z) + Byl2)
(2lra+yh) = alzlx) + B(z]x)

2. simetria: para cualquier x,y € F :
(ylz) = (z[y)

Definicién 2 Un producto escalar es una forma bilineal simetrica que tiene
ademds la siguiente propiedad:
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1. definida positiva: para cualquier x € E,x # 0,

(x]z) >0

La bilinealidad tiene por consecuencia que
(0[0) =0

Un espacio con un producto escalar es llamado espacio euclidiano.
Otras notaciones son a veces usadas para el producto escalar, como por
ejemplo

Ty

(2, y)
< z,y>
< zly >

Ejemplo 1 FEl producto escalar usual sobre R™ es definido por

(21, oy xn) | (@15 oy Yn)) = T2 + oo + TpUn

Ejemplo 2 Otras formas bilineales simetricas pueden ser definidas de la
siquiente manera sobre R": sea A € R™"™ wuna matriz simetrica, es decir
tal que A' = A. Notamos los elementos de R"™ en columnas y definimos, para
z,y € R" = R

(zly)a = 2" Ay
La bilinealidad de (.|.) 4 Tesulta de las propiedades del producto matricial y el
hipotesis que A es simetrica nos asequra que

(z]y)a = (ylz)

para cualquier x,y € R™. Ademds para algunas elecciones de A, la forma
(.].)a es definida positiva y defino entonces un producto escalar sobre R"
diferente que el producto escalar usual.

Ejemplo 3 En el espacio usual Ey donde escogimos un punto de referencia
0, notamos ||Z|| la longitud del vector Z. El producto escalar canonico es
definido por

s . — 1 — =12 =012 =12
(@15) = |12 171l cos 6 = 5 (I1Z + 411" = 121" — 171°)

donde 0 es el angulo entre los vectores i y .
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Ejemplo 4 Sea a4, ..,a, € R, escalares determinados. Podemos definir una
forma bilineal simetrica sobre el espacio R[X] (espacio de los polinomios a
coeficientes reales) definiendo

(PIQ) =3 P(a:)Q(a)

para cualquier P,Q € R[X].

Ejemplo 5 Sea el conjunto C([0,1],R) de las funciones continuas sobre el
intervalo [0, 1], podemos definir un producto escalar por

(flg) = / f(2)g(z)da

1.2. Normas y distancias

Definicién 3 en un espacio euclidiano E, definimos la norma de un vector
x por
[z]] =/ (z|2)

Proposicién 1 La aplicacion ||.|| : E — R satisface las condiciones que
definen una norma (abstracta) al sentido de analisis, a saber

1zl = 0
2. ||z] =0 2=0
8. [lox]| = |al. [l=]
4o Nz +yll < ol + llyll
para cualquier x,y € E, a € R.
Lemma 2 Destigualdad de Cauchy-Schwartz : para cualquier x,y € E

|(@ly)] < [l=I] - [yl

Demostracion. Consideramos el vector tx+vy de E dondet es un parametro
real variable. De la condicion de ser definida positiva del producto escalar,
tenemos

(tz +ylte +y) >0
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para cualquiert. Pero podemos desarrollar esta expresion usando la propiedad
de bilinealidad del producto escalar, eso nos da

(tw + yltz +y) = *(z|z) + 2t(z[y) + (yly) = 0

eso significa que esta funcion de seqgundo grado ent no puede tener dos raices
distinctas, entonces tenemos que tener

(zy)® — (zlz)(yly) <0

Se usa el lema para demostrar la propiedad (4) de la proposicién anterior.

Podemos tambien definir una nocién de distancia entre dos vectores
imponiendo la siguiente definicién:

d(z,y) = ||z =yl

para cualquier vectores x,y de E.

1.3. Bases ortonormadas

Definicién 4 Dos wvectores x,y de un espacio euclidiano E son llamados
ortogonales si (x|y) = 0. Una base e = (eq, ..., €,) de un espacio euclidiano E
es llamada ortogonal si todos los vectores de la base son ortogonal dos a dos:

(eile;) =0
Si1iF#j.
Definicién 5 Ademds una base ortogonal que satisface:
leil] =1
para todos los valores de v = 1,...,n es llamada base ortonormada

Ejemplo 6 Sie = (eq,...,e,) es una base ortogonal, entonces la succesion
!/ /

e = (€, ..,el,) definida por

€;

e. =
C el

es una base ortonormada.
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El lema siguiente nos ensena que los productos escalares pueden expre-
sarse de manera muy sencilla en funcién de las coordenadas de los vectores
una vez que se escogio una base ortonormada.

Lemma 3 Sea e una base ortonormada de un espacio euclidiano E. Para

cualquier x,y € F,
(l"y) —e (x)t-e(y)

Demostracion. Sea v =Y ex; y y= .., ey; de tal manera que

Usando la bilinealidad del producto escalar, tenemos

(z]y) = (Z €| Z GJ?JJ)

= Z i(eile;)y;

ij=1
pero como la base e es ortonormada, tenemos
(eile;) = 0

donde 6;; es el simbolo de Kronecker.

= (zly) = inyi
i=1

Aqui viene el resultado principal de esta seccién:

Teorema 4 Cualquier espacio euclidiano de dimension finita admite una
base ortonormada.

Demostracion. Como podemos siempre normar los vectores de una base
dividiendolos por su norma, es suficiente de probar la existencia de una base
ortogonal. Si el espacio es de dimension uno, el teorema es claro debido al
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hecho que cualquier base contiene un solo vector y es entonces ortogonal.
Podemos suponer que la dimension de E es mas grande o igual a 2 y razonar
por induccion, es decir suponer ademas que el enunciado es verdadero para
los espacios euclidianos de dimensiones inferior a la dimension de E. Sea
(€1, ...,en) una base cualquiera de E. Para i = 2,...,n, definimos

Esos vectores son definidos de manera a ser ortogonales a ey. (es facil a

averiguarlo explicitamente). Ademds la succesion (e1, €, ...,€l) es obtenida

e
a partir de la succesion (eq,...,e,) con operaciones elementales de tipo I.
Entonces, esta succesion genera tambien el espacio E iy es entonces una base
de E. Por hipotesis de induccidn, el sub-espacioV = sev < €, ..., el > admite

una base ortogonal (€}, ...,€") visto que es de dimension n — 1. Cualquier

vector de E es la suma de un multiplo de ey y de un vector de V. Entonces

la succesion (e1, €y, ..., el') genera E y es entonces una base de E. Vamos a

o Cp

demostrar que esta base es ortogonal. Como los vectores €] son combili de

"

€Y, ..., €., son ortogonales a e;. Ademds los vectores ey, ..., €l son ortogonales
"

dos a dos por construccion. Entonces, (e, €5, ...,er) es una base ortogonal de
E. =

Es important de notar que si e es una base ortonormada de un espacio
euclidiano F de dimensién n, entonces, el isomorfismo v : £ — R” que a
cualquier vector de E asocia sus coordenadas en la base e es una isometria
de espacios euclidianos (R" es definido con su producto escalar usual) en el
sentido que el producto escalar de dos vectores de E es igual al producto
escalar usual de sus coordenadas :

(‘T|y) e (x)t'e<y)

para cualquier z,y € E.

Ejercicio 1 Demostrar que las siguientes aplicaciones son productos escalares
L ()1 :R" xR = R: (z|y) — > or_; kzkye

2. ()2 : RIX]<po1 X R[X]<pm1 — R (P|Q) — Yoy P(a;)Q(a;) donde
a; son reales determinados, dos a dos distinctos.
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3. ()5 : C((0,1,R) x C([0,1],R) = R (flg) — [y f()g(w)dw

Ejercicio 2 Demostrar que (.|.) : R™*™ x R"" — R : (A, B) — tr(A'B) es
un producto escalar.

Ejercicio 3 Sea S es sub-espacio vectorial de R™" formado de los matrices
simetricas. Demostrar que (.|.) : S xS — R : (A,B) — tr(AB) es un
producto escalar.

Ejercicio 4 Determinar si (.].) : R™*" x R™*" — R : (A, B) — tr(AB) es
un producto escalar.

Ejercicio 5 Consideramos la aplicacion

(1): CR,R) x C(R,R) = R: (f,9) = f(m)g(m) + f(m/2)g(m/2) + f(0)g(0)

demostrar que esta aplicacion no es un producto escalar. Sea V' el sub-espacio
vectorial de C'(R,R) generado por la funcién constante 1, la funcion sin y la
funcion cos. Demostrar que la restriccion (.|.)y de (.|.) a V es un producto
escalar.

Ejercicio 6 EnR**? con el producto escalar definido por (A|B) = Tr(A'B),
cual es el ortogonal del sub-espacio formado de las matrices simetricas.

Ejercicio 7 En R[X]<y con el producto escalar definido por
(PlQ) = P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

cual es el ortogonal del sub-espacio V = {P € R[X|<s tal que P(1) =0}

1.4. Proyecciones ortogonales

En esta seccién, vamos a limitarnos a espacios euclidianos de dimension
finita.
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1.4.1. Definiciones

Definicién 6 Sea E un espacio euclidiano de dimension finita. Para cualquier
parte V C E, el ortogonal V+ es el conjunto de todos los vectores ortogonales
a todos los vectores de V' :

Vit ={r € E tal que (z|v) =0 Vo € V}

Este conjunto es un sub-espacio vectorial de E.

Lemma 5 SiV es un sub-espacio vectorial de base (e, ..,e,), entonces
Vi={recE th(elr)=..=(ez)=0

Demostracion. La demostracion es dejada a la atencion de los lectores. m

La proyeccién ortogonal de un vector sobre un sub-espacio es definida por
la siguiente proposicién:

Proposiciéon 6 Sea V' un sub-espacio de un espacio euclidiano E. Para
cualquier x € E, existe un y un unico vector p € V tal que x —p € V= .
Ademds, si (eq,...,e,) es una base ortonormada de V', entonces

p= Z ei(e;|x)
i=1

El vector p es llamado la proyeccion ortogonal del vector x sobre el sub-espacio
V.

Demostracion. La demostracion es dejada a la atencion de los lectores. m

Corollario 1 Para cualquier sub-espacio vectorial V de un espacio euclidi-
ano E de dimension finita,

E=VaV

Yy entonces,
dim V*+ = dim £ — dim V/

y ademas

(Vo) =v

Demostracion. La demostracion es dejada a la atencion de los lectores. m
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1.4.2. Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

La tecnica de las proyecciones ortogonales permite de contruir sistemati-
camente una base ortogonal a partir de cualquier base.
Sea e = (e, ..., €,) una base de un espacio euclidiano F y sea

Vi = sev < eq, ..., e, >

para k = 1,...,n de tal manera que V,, = E. Podemos proyectar cualquier
vector de F ortogonalemente sobre todos los sub-espacios V.
Para k = 2,...,n, sea pr € Vi_1, la proyeccion ortogonal de e; sobre Vj_
y sea
Up = €k — Pk

y definimos u; = e;.

Teorema 7 La succesion (uq, ..., u,) es una base ortogonal de E.
Demostracion. la demostracion se hace por recurrencia. ®

Un aspecto importante del teorema precedente es que podemos usarlo
para obtener una base ortonormada de un espacio a partir de una base
cualquiera. En efecto, para obtener el ultimo vector de la base ortogonal uy
de V%, es suficiente de calcular la proyeccion ortogonal p, de e sobre Vj_;.
Pero, al momento de calcular esta proyeccion, conocemos ya una base ortogo-
nal de V;_1. Asi podemos calcular esta proyeccion con el ayuda de la formula
de la proposicion anterior. Asi, explicitamente, definimos succesivemente:

U = €
U
Q. =
[Jua ||
Uy = 62—Q1(Q1|€2)
Uz
@ =
[Juall
Uz = 63—Q1(Q1’€3)—Q2(Q2‘63)
Uus
q3 =
[[us|]
U = e — Q1<QI‘€I€) - Q2(Q2’€k) e T Qkfl(Qkflyew
Ug
qx =

[
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Podemos invertir esas relaciones y expresar los e, en funcién de los ¢;.

Corollario 2 Sea q la base ortonormada obtenida usando el proceso de Gram-
Schmidt a una base e de un espacio euclidiano E. La matriz de cambio de
base ,(Ig). es triangular superior con entradas diagonales no-ceros.
Demostracion. Los calculos anteriores demostran que la matriz ,(Ig)e es

lurll (q1le2) (qiles) -+ (qilen)

0 ual|  (g2les) -+ (qz2len)

q([E)e = 0 0 ||U3H (Q3|€3)
0 0 0 o lu



