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Capitulo 1

Espacios Vectoriales

1.1. Nociones de Espacios Vectoriales

Definicién 1 Un espacio vectorial (o espacio lineal) V' sobre un campo F

consiste de un conjunto en el que estdn definidas dos operaciones (llamadas

adicion y multuplicacion por escalares, respectivamente), tal que para cualquier
par de elementos x yy enV, exista un elemento tinico x +y en V, y para

cada elemento a en F' y cada x en V, existe un elemento inico ax en V de

manera que se cumplan las siguientes condiciones.

(EV 1) Paratodax,y enV,x+y =y + x (conmutatividad de la adicion).

(EV 2) Para todax,y,zenV, (x+y)+z=x+(y+z) (asociatividad de
la adicion).

(EV 3) Eziste un elemento tunico en V' llamado O tal que x + 0 = x.

(EV 4) Para cada x en'V, existe un elementoy enV tal que x +y = 0.
(EV 5) Para cadax enV, 1x = x.

(EV 6) Para cada par a, b de elementos en F, y cada x en V, (ab) x =a (bx) .

(EV 7) Para cada elemento a en F' y cada par de elementos x, y en V,
a(x+y)=ax+ay.

(EV 8) Para cada par de elementos a, b en F' y cada elemento x en V,
(a+b)x = ax+bx.
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Los elementos x +y y ax se denominaran, respectivamente, suma de
x yy y el producto de a y x.

Los elementos del campo F' se llaman escalares y los elementos del espacio
vectorial se llaman vectores.

Frecuentemente, un espacio vectorial serd tratado en el curso sin men-
cionar explicitamente su campo de escalares. el estudiatnte cuidard de recor-
dar, sin embargo, que todo espacio vectorial debe consirerarse como un espa-
cio vectorial sobre un campo, el que se denotard por F. En genera, el campo
F son los numeros reales (R) o complejos (C). hablamos en esos casos de
espacios vectoriales reales o complejos, respectivamente.

Definicién 2 Sea vq,vs,...,v, un numero finito de vectores de un espacio
vectorial V.. Una combinacion lineal ( o combili) de vy, vs, ..., v, €s un vector
x € V que admite una decomposicion como suma de multiplos de vy, vy, ..., v, :

T =UV1Q] + ... +VpQp
para coeficientes ayq, ..., a, € F.

En el resto de la seccién introduciremos diversos ejemplos importantes de
espacios vectoriales que serdn estudiados a través del texto. Obsérvese que
al describir un espacio vectorial no sélo es necesario especificar los vectores,
también las operaciones de suma y multiplicacién por escalares.

Ejemplo 1 Un objeto de la forma (ay,as,...,a,) donde los valores o en-
trada a; son elementos de un campo F, se denominard n — dimensionall
con valores de F. Dos n — dimensional (ay,az,...,a,) y (b1, ba, ..., b,) se
definen iguales si y sélo si a; = b; parai = 1,2, ..., n.El espacio vectorial F™
de n — dimensionales con valores de un campo F.

El conjunto de todas las n — dimensionales con valores de un campo F'
forma un espacio vectorial, que denotaremos por F", bajo las operaciones
de suma y multiplicacién coordianada (elemento a elemento); esto es, si x =
(a1,as,...,a,) € F" yy =(by,bs,...,b,) € F", entonces

x+y=(a;+by,as+bg,...,a, +b,) ycx=(cay,cas,...,ca,).

'En algunos de los libros de dlgebra lineal a los n — dimensional se les da el nombre de
n-adas, n-uplas, n-tuplas y otros méds, pero aqui preferimos usar la citada denominacién.
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Por ejemplo, en R*

(3,-2,0,5) + (—1,1,4,2) = (2,—1,4,7)

-5(1,-2,0,3) = (—5,10,0, —15) .
Los elementos de F™ a menudo se escribirdn como vectores columnas

a1

an

en vez de como vectores renglén (ay, as, . . . , a,) . Puesto que un 1—dimensional
con valor de F' puede ser visto como un elemento de F', escribiremos F' en
lugar de F'! para el espacio vectorial de los 1 — dimensional de F.

Ejemplo 2 El espacio vectorial M, (F') de matrices m x n con valores de
un campo F.

El conjunto de todas las matrices de m x n con elementos de un campo F,
es un espacio vectorial, que denotaremos por M, (F), bajo las siguientes
operaciones de suma y multiplicacién por escalares; para A, B € M, (F)
yceF

(A+ B)ij = Aij + Bij y (CA)U = cAyj.

Por ejemplo

20 1\, (5 -2 6 \_(-3-25

1 -3 4 3 4 -1)- 4 1 3
o 10 2\_ (-3 0 6
32 3 )"\ 9 —6 -9

Ejemplo 3 El espacio vectorial F(S, F) de todas las funciones de un con-
junto S en un campo F.
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Sea S un conjunto no vacio y F' cualquier campo, y sea F (S, F') el conjunto
de todas las funciones que van de S a F. Dos elementos f y g en F(S, F') se
definen como iguales si f (s) = g (s) para cada s € S. El conjunto F(S, F)
es un espacio vectorial bajo las opraciones de suma y multiplicacién por
escalares definidas para f, g € F(S,F) y ¢ € F por

(f+9)(s) =1 (s)+g(s) vy (cf)(s) = clf (s)]-

Para cada s € S. Notese que éstas son las operaciones normales de suma y
producto por escalares utilizadas en célculo.

Un polinomio con coeficientes de un campo F es una expresiéon de la
forma
—1
f(z) =apx"™ + ap12" " + ...+ a1z + ao,

donde n es un entero no negativo y a,, . .., ag son elementos de F. Si f(x) = 0,
esto es, si a, = ... = ag = 0, entonces f(z) se llama el polinomio cero y se
dice que el grado de f(x) es —1; de otra forma se define el grado del polinomio
como el mayor exponente de x que aparece en la representacion

f(l') = anl'n + an,lxnfl +...+ax+ag

correspondiente a un coeficiente no nulo. Nétese que los polinomios de grado
cero son funciones de la forma f(x) = ¢ para algun escalar ¢ no nulo.

Dos polinomios f(x) y g(z) son iguales si y sélo si tienen el mismo grado
y los coeficientes de pontencias iguales son iguales.

Cuando F' es un campo que contiene un ntmero infinito de elementos,
normalmente consideramos un polinomio con coeficientes de F' como una
funcién de F' en F'. en este caso, el valor de la funcién

f($> = anxn + CLnflgjni1 + ...t ax+ a
en c € F es el escalar
fle) = and” + ap1c" "+ ...+ arc + ao.

Aqui, es posible utilizar cuaquiera de las dos notaciones f o f(x) para la
funcién polinomial

f(x) = ana™ + ap_12" ' + ..+ arz + ag
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Ejemplo 4 El espacio vectorial P(F) de todos los polinomios con coefi-
cientes de un campo F.

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes de un campo F' es un
espacio vectorial, que denotaremos por P(F'), bajo las siguientes operaciones:
Para

f(2) = apz™ 4+ ap_12" ' + ... 4 a1z + ag

() = bpa™ + by 12"t .+ b+ by
en P(F)yceF

(f +9) () = (an + bn) 2" + (an-1 + bp—1) 2"+ ...+ (a1 + b1) & + (ag + bo)

y
(cf) (x) = cans™ + can_12" ' 4 ...+ carx + cag. (1.1)

Ejemplo 5 El espacio de todas las sucesiones finitas no nulas en un campo
F.

Sea F' cualquier campo. Una sucesiéon es una funcién o de los enteros
positivos en F'. Como es usual, la sucesién o tal que o(n) = a, se escribira
como {a,} . el espacio vectorial V de todas sucesiones finitas no nulas estd
integrado por todas las sucesiones {a, } en F' que sélo tienen un nimero finito
de términos no nulos a,. Si {a,} y {b,} son sucesiones en V y t € F, entonces
{an} + {b,} es aquella sucesién {c,} tal que ¢, = a,, +b, (n = 1,2,...) y
t{a,} es aquella sucesién {d,} en V tal que d,, = ta, (n =1,2,...).

Nuestros dos ejemplos siguientes contienen conjuntos en los que estan
definidas una suma y un producto por escalares pero no se trata de espacios
vectoriales.

Ejemplo 6 Sea S = {(a1,az) : ai,as € R}. Para (a1, az), (b1,b2) € S yce€
R se definen

(a1, a2) + (by,b2) = (a1 + b1, a0 — by) y (a1, az) = (caq, cas).

Como (EV 1), (EV 2)y (EV 8) no se cumplen, S no es un espacio vectorial
bajo estas operaciones.
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Ejemplo 7 Sea S como en el ejemplo anterior. Para (a1, az), (b1,b2) €S y
c € R, definimos

(a1, a2) + (by,b2) = (a1 + b1,0) y c(a, az) = (cay, 0).

Luego, bajo estas operaciones, S no es un espacio vectorial, pues (EV 3) (y
por lo tanto (EV 4) y (EV 5)) fallan.

Esta seccion la concluimos con algunas consecuencias elementales de la
definicion de un espacio vectorial.

Teorema 1 (Ley de cancelacion para la suma vectorial). Si x, y y z son
elementos de un espacio vectorial V tal que X +z =y + z, entonces X =y.
Demostracion. Existe un elemento v en V tal que z +v =0 (EV 4). Luego
x=X+0=x+(z+Vv)=(x+z)+v=(y+z)+v=y+(z+Vv)=y+0=y
por (EV 2)y (EV 3) m

Corollario 1 El vector 0 descrito en (EV 3) es unico.
Corollario 2 El vectory descrito en (EV }) es tnico.

El vector 0 descrito en (EV 3) se llama vector cero de V, y el vector
y descrito en (EV 4) (esto es, el vector tnico tal que x +y = 0) se llama
inverso aditivo de x y se denota por —x.

El siguiente resultado contiene algunas de las propiedades elementales de
la multiplicacién por escalar.

Teorema 2 En cualquier espacio vectorial V, son verdaderas los siguientes
enunciados:

(a) 0x = 0 para toda x €V'.
(b) (—a)x = — (ax) para toda a € F y todax € V.

(¢) a0 = 0 para toda a € F.

Demostracion. (a) Tenemos que 0x + 0 = 0x =(0 + 0)x = 0x + 0x, en
donde se han usado (EV 3), (EV 8) y la propiedad (F 3) de la definicion
de campo, 0 + 0 = 0. Entonces, tenemos 0x + 0 =0x + 0x y del teorema 1
0x = 0.
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(b) El elemento — (ax) es el unico elemento de V tal que ax+ [— (ax)] = 0. Si
ax+ (—a)x = 0, el corolario 2 anterior implica que (—a)x = — (ax). Pero
por (EV 8) ax+ (—a)x =[a+ (—a)] x =0x, y asi ax+ (—a)x =0x = 0 por
(a). Entonces, (—a)x = — (ax).

(c) Tenemos que a0 =a0 + 0 = a(0 + 0) = a0 + a0 por (EV 3) y (EV 7).
Luego a0 + 0 = a0 + a0 y por el teorema 1 a0 =0. =
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Ejercicio 1 Demostrar que en cualquier espacio vectorial V, (a+0b)(z+y) =
ar + ay + bx + by para toda x,y € V' y cualquier a,b € F.

Ejercicio 2 Demostrar los corolarios 1 y 2 del teorema 1.
Ejercicio 3 Demostrar la parte (c) del teorema 2.

Ejercicio 4 Sea V = {0} que conste de un tnico vector cero, y definase
04+0=0yc0=0 para cada ¢ de F. Demostrar que V es un espacio vectorial
(V se llama espacio vectorial cero).

Ejercicio 5 Sea M, (F) el conjunto de todas las matrices de m X n cuyos
elementos pertenecen a un campo F'. Demostrar que M, s, (F') es un espacio
vectorial bajo las siguientes operaciones de suma y multiplicacion por escalar.

Si A, B € Myn(F) yce F

(A+ B),; = Aij + By

(cA);; = cAjy

donde 1 <1 <m, 1< 5 < n.

Ejercicio 6 Una funcion de valor real definida sobre la recta de los reales
se llama funcion par si f(—x) = f(x) para todo nimero real x. Demostrar
que el conjunto de todas las funciones pares es un espacio vectorial bajo las
siguinentes operaciones de suma y multiplicacion por escalar. Sean f y g
funciones pares y ¢ un nimero real

(f +9)(x) = fz) + g(z)
(cf) (x) = c(x)

Ejercicio 7 Sea V el conjunto de pares ordenados de mimeros reales. Si
(a1,a2) y (b1,by) son elementos de V y ¢ un elemento de F' se defienen

(a1,az) + (b1,ba) = (a1 + b1, a2b2) y  c(ar, az) = (caq,0)

;Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones?
¢S F'= R es V un espacio vectorial?
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1.2. Nociones de subespacios vectoriales.

Normalmente, en el estudio de cualquier estructura algebraica es intere-
sante examinar subconjuntos que tengan la misma estructura que el conjunto
que esté siendo considerado. Asi, la nocién apropiada de subestructura para
espacios vectoriales llamada subespacios se define a continuacién

Definicién 3 Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un campo
F se llama subespacio vectorial de V' si W en si mismo es un espacio vectorial
sobre F, bajo las operaciones de suma y multiplicacion por escalares definidas

enV.

En cualquir espacio vectorial V', es de notar hacer notar que V' y {0}
son subespacios. Este tltimo se denomina subespacio cero de V' o subespacio
trivial.

Afortunadamente, no es necesario verificar todas las condiciones sobre
espacios vectoriales con el objeto de demostrar que un subconjunto W de un
espacio vectorial V es en realidad un subespacio. Como se sabe, las condi-
ciones (EV 1), (EV 2), (EV 5), (EV 6), (EV 7) y (EV 8) se satisfacen para
todos los elementos de V, los cuales, automaticamente se cumplen también
para los elementos de un subconjunto de V. Entonces, un subconjunto W
de V es un subespacio de V si y sélo si las siguientes cuatro condiciones se
satisfacen.

1. x+y € W siempre y cunandox eW yy € W.
2. ax € W siempre que ac€F y x €W.
3. El vector cero 0 de V pertenece a W.

4. El inverso aditivo de cada elemento de W pertenece a W.

En realidad, la condicién 4 es redundante, como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 3 Sea V' un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces,
W es un subespacio vectorial de V' si y sdlo si se satisfacen las tres condi-
ciones siguientes:
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(a) 0 W.
(b) x+y € W siempre y cuando x eW yy € W.
(¢) ax € W siempre que a€F y x €W.

Demostracién. Si W es un subespacio de V', entonces W es un espacio
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por escalar definidas
en V. Tenemos entonces que se cumplen las propiedades (b) y (c), y existe
un elemento 0/ € W tal que x4+ 0/ = x para toda x €W. Pero también
x + 0 = x, y por lo tanto 0/ = 0 por el teorema 1. luego entonces también
se satisface la condicién (a).

Reciprocamente, si se satisfacen las condiciones (a), (b) y (c), la exposicién
que precede a este teorema muestra que W puede ser un subespacio de V
si el inverso aditivo de cada elemento de W pertenece a W. Pero si x €W,
entonces (—1)x pertenece a W por la condicién (c), y (—1)x = —x por el
Teorema 2. De aqui que W sea un subespacio de V. m

El teorema anterior proporcina un método sencillo para determinar si un
subconjunto dado de un espacio vectorial es o no realmente un subespacio.
En general, este resultado es el que se emplea para demostar que un cierto
subconjunto es un subespacio.

La traspuesta M de una matriz M de m x n es la matriz de n x m
obtenida a partir de M mediante el intercambio de renglones por columas;
esto es (M'),; = Mj;. Por ejemplo,

1 _92 3 t 1 0
05 -1) | 2 °
3 -1

Una matriz simétrica es una matriz M tal que M* = M. Evidentemente, una
matriz simétrica debe ser cuadrada. El conjunto W de todas las matrices
simétricas en M., (F') es un subespacio de M, y,(F) ya que satisface las
tres condiciones del teorema 3:

(a) La matriz cero es igual a su traspuesta, y por lo tanto pertenece a W.

Puede probarse facilmente que para matrices A y B y para escalares a
y b cualesquiera, (aA + bB)' = aA' + bB". Usando este hecho, se pueden
establecer fécilmente las condiciones (b) y (c¢) del teorema 3 de la manera
siguiente:
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(b) SiAe W yBeW,entonces A= A' y B = B*. Ahora bien (A+ B)' =
Al + B = A+ B, de manera que A+ B € W.

(c) Si A € W, entonces A = A'. Luego, para toda a € W, (aA)' = aA' =
aA. Y asi aA e W.

Los siguientes ejemplos proporcionan mds ilustraciones del concepto de
subespacio. Los primeros tres son particularmente importantes.

Ejemplo 8 Las matrices diagonales en My, (F).

Sea M una matriz de n x n. La diagonal (principal) de M consta de
los términos Miy, Mss, ..., M,,. Una matriz D de n x n se llama matriz
diagonal si todos los valores que no se encuentran sobre la diagonal de D son
nulos, esto es, si D;; = 0 para toda i # j. El conjunto de todas las matrices
diagonales en M, (F') es un subespacio de M, (F).

Ejemplo 9 Los polinomios de grado menor o igual a n.

Sea n un entero no negativo y sea P,(F) un conjunto que consista de
todos los polinomios en P(F') que tengan grado menor o igual que n. (Nétese
que el polinomio nulo es un elemento de P, (F') pues su grado es —1). Luego
P,.(F) es un subespacio de P(F).

Ejemplo 10 Las funciones continuas de valores reales definidas en el eje de
los reales R.

El conjunto C(R) formado por todas las funciones continuas de valor real
definidas en R es un subespacio de F(R, R).

Ejemplo 11 La traza de una matriz M de n X n, denotada por tr(M) es la
suma de los valores de M ubicados en la diagonal; esto es, tr(M) = My +
Mss + ...+ M,,. El conjunto de todas las matrices de n X n que tienen una
traza igual a cero es un subespacio de My, (F').

Ejemplo 12 FEl conjunto de las matrices de M,,x,,(F') que inicamente tenga
elementos no negativos no es un subespacio de M, .., (F') ya que no se cumple
la condicion (c) del teorema 3.
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1.2.1. Operaciones sobre los sub-espacios vectoriales.

Interseccion

Los dos teoremas siguientes proporcionan métodos para formar subespa-
cios a partir de otros subespacios.

Teorema 4 Cualquier interseccion de subespacios de un espacio vectorial es
un subespacio de V.

Demostracion. Sea C un conjunto se subespacios de V' y sea W la inter-
seccion de estos subespacios. Como cada uno de los subespacios contiene el
vector cero, 0 €W. Sean a € F y x, y elementos de W, entonces x yy son
elementos de cada subespacio de C, luego x +y es también elemento de cada
conjunto de C y por lo tanto x +y estd en W. Similarmente, si x € W,
entonces X es elemento de cada subespacio de C, luego ax es elemento de
cada subconjunto de C, por lo tanto ax estd en W. Hemos probado que si W
es la interseccion de subespacios de V', entonces, 0 eW, six, y e W, x+y
e W yax € W. Por lo tanto, por el teorema 3 W es subespcio de V. m

Habiendo demostrado que la interseccién de subespacios es un subespacio
es légico considerar la cuestién de si la unién de subespacios es o no un sube-
spacio. Se puede ver facilmente que la unién de subespacios debe satisfacer
las condiciones (a) y (c) del teorema 3 pero no necesariamente la condicién
(b). De hecho se puede demostar de inmendiato que que la unién de dos sube-
spacios es un subespacio si y sélo si uno de los subespacios es subconjuto del
otro. Es normal, sin embargo, pensar que deberfa de existir un método para
combinar ambos subespacios W; y W5 para obtener un subespacio mayor (o
sea uno que contenga a Wi y a Ws). Como sugerimos anteriormente, la clave
para encontrar tal subespacio es la condicién (b) del teorema 3. Esta obser-
vacién suguiere considerar la “suma” de dos subespacios (como se define a
continuacién).

Suma

Definicion 4 5i S1 y Sy son dos subconjuntos no vacios de un espacio vec-
torial 'V, entonces la suma de Sy y S, que se expresa como Si + Ss, es el
conjunto {x +y:x € Sy yy € Sa}. La suma de cualquier nimero finito de
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subconjuntos no vacios de V, Si, Ss,..., S, se define andlogamente como el
conjunto

Si+Se+ ... +Sy={x1+z2+...+x,:2;,€5; parai =1,2,...n}

Teorema 5 St W; y Wy son subespacios de un espacio vectorial V', entonces
Wi+ Wy es un subespacio de V.

Demostracion. Sean Wy y Wy subespacios de V. Como 0 €Wy y 0 €Wy,
entonces 0 =040 € Wi + Ws.Sean a € F y x,y €W, +Ws, entonces existe
X1, YIEWL, y Xa, y2€W, tales que x = X1 + X2 yy =y, + Yo. Ahora bien

X+y=x1+X2)+ (y1+y2) = (x1+y1) + (%2 +y2)

Como x1 + y1€W, y Xo + y2€Ws, entonces (x1 +y1) + (X2 +y2) y por lo
tanto x +y €Wy + Wa. Similarmente ax =a (X1 + X2) = ax; + axz. Como
ax1EWL y axo€Wy ax =a (X1 + x3) €W + Wa. Luego, Wi + Wy es, por el
teorema 3, un subespacio de V. m

Corollario 3 La suma de cualquier nimero finito de subespacios de V es
un subespacio de V.

Una clase especial de suma jugard un papel importante en el estudio
de los espacios vectoriales. Introduciremos de este concepto es la siguiente
definicion.

Definicién 5 Se dice que un espacio vectorial V' es la suma directa de Wy
y Wy, expresada como V=W, & Wy, si Wy y Wy son subespacios de V' tales
querﬂwgz{O} yW1+W2:V

Ejemplo 13 Sea W) = {(a,0) :a € F} yW; = {(0,b) : b € F}. Luego F? =
{(a,b) :a,b e F} =W, & Ws.

Ejemplo 14 Una funcion g de valor real definida en R se llama funcion par
si g(—z) = g(x) para toda x € R y se llama funcion impar si g(—z) = —g(x)
para toda v € R. Sean Wy y Wy, respectivamente, los conjutos de todas las
funciones pares e impares en F(R,R).

Demostraremos que F(R,R) = Wy & W,. Puede demostrarse facilmente que
Wy y Wy son subespacios de F(R,R). Supdngase que g € Wi NWs; entonces
g es al mismo tiempo una funcidn par e impar. Asi g(—z) = g(x) y g(—z) =
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—g(z) para cada x € R vy, por lo tanto g es la funcion cero. Por lo tanto
Wy NWy ={0}. Sea f € F(R,R) y definanse g, h € F(R,R) como g (z) =
s1f @)+ f(=2)] yh(z) =5 [f (z) — [ (—z)]. Entonces g es una funcion par
y h es una funcion impar, tales que f = g+h. De aqui que f € W1dW,. Como
f es un elemento arbitrario de F(R,R), se tiene que F(R,R) = Wy & Ws.
Esto es, F(R,R) es la suma directa de Wy y Ws.

Si Wy y W5 son subespacios de un espacio vectorial V' tales que W1 +W, =
V', entonces, cada elemento de V puede expresarse como la suma de un
elemento x; en W; y un elemento x5 en Ws. Es posible que puedan existir
muchas representaciones semejantes, es decir, muchas x; y x, tales que la
suma de x1 + x5 sea el mismo elemento de V. Por ejemplo, si

W1 = {(al,ag,ag) € F3 las = 0} (12)

y

Wy = {(al,ag,ag) e F3.a = O} (1.3)
claramente W;+W, = F3. De hecho, para cada c € F, (by, by, b3) = (b1, b + ¢, 0)
+ (0, —c, b3) es una representacion de (by, by, b3) como la suma de un elemen-
to (b1, by + ¢,0) en Wi y un elemento (0, —c, b3) en Ws. Asi, en este ejemplo
la representacién de los de £ como las suma de un elementos en W, y un
elementos en W5 no es tnica. Nuestro préximo resultado determina cudndo
existe este tipo de unicidad.

Teorema 6 Sean W, y Wy subespacios de un espacio vectorial V. Entonces
V' es la suma directa de Wy y Wy si y solo si cada elemento de V' puede ser
escrito de manera unica como x1 + To, donde x1 € Wy y x5 € Wa.
Demostracion. Supongase que V.= W7 ® Wy, Como V. = Wy + W5 cada
elemento de V' puede ser expresado como la suma de vectores en Wi y Ws.
Supongase que algun elemento z en V puede ser escrito como z = x1 + o
y también como z = yy + y2, donde x1, yy € Wi y xo, yo € Ws. Entonces
1+ To =y + Yo Y asi x1 — Y1 = ya — To. Ahora bien vy — y; € Wy puesto
que 1, y1 son elementos de Wy y andlogamente yo — xo € Wy. Pero como
T1— Y1 = Y2 — Ta se deduce que x1 — y; = Y2 — x2 € Wi N Wy = {0}.

Por lo tanto, t1—y1 = Yo —x2 =0, y ast y; = x1 Y Yo = T2, lo que demuestra
la unicidad de la representacion de z como la suma de un elemento en Wy y
un elemento en Wi,

La demostracion de la proposicion reciproca es dejada al estudiante como
ejercicio. M
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Ejercicio 8 Demostrar que (aA + bB)' = aA' + bB* para toda A,B €
Msn(F) y toda a,b € F.

Ejercicio 9 Demostrar que (A" = A para toda A € My (F).

Ejercicio 10 Demostrar que A+A" es simétrica para cualquier matriz cuadra-
da A.

Ejercicio 11 Verificar que los siguientes conjuntos son suebespacios de R?
bajo la suma y multiplicacion por escalares definidas en R3.

1. a) Wi ={(a1,az,a3) € R3:a1=3axy as = —as}
b) Wy = {(a1,a2,a3) € R3: 2a1 + as + das = 0}
c) Wi ={(a1,as,a3) € R?:2ay —4ay — a5 = 0}

Ejercicio 12 Sean Wy, Wy y W3 como en el ejercicio anterior. Describir
WinNWy, WinWs y WonWs y observese que cada una de estas intersecciones
es un espacio vectorial.

Ejercicio 13 Una matriz A de m x n se llama triangulas superior si todos
los términos ubicados por debajo de la diagonal valen cero, esto es, A;; =0,
siempre que 1 > j. Verificar que las matrices triangulares superiornes forman
un subespacio de M, sn(F).

Ejercicio 14 Mostrar que F" es la suma directa de los subespacios

Wy ={(ay,...,a,) € F" :a, =0}

WQ:{((Il;...,an)GF”:CLIZ,”:@”_IZO}

Ejercicio 15 Demostrar que st W es un subespacio de V' y x1, o, ..,x, € W,
entonces a1x1 + asxs + ... + a,x, es un elemento de W para cualesquiera
escalares ay,as, ..., x, en F.

Ejercicio 16 Una matriz M se llama antisimétrica si M' = — M. evidente-
mente una matriz antisimétrica es cuadrada. Demostrar que el conjunto de
todas las matrices antisimétricas de n X n es un subespacio Wy de M5, (R).
Sea Wy el subespacio de M,,»,(R) consistente de todas las matrices simétri-
cas de n x n. Demostrar que M,»,(R) = Wy @& Ws.



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES 17

1.2.2. Sub-espacios vectoriales engendrados.

Definicién 6 Para cualquier vector v de un espacio vectorial V', el conjunto
de los multiplos escalares de v:

vF={vahaceF}
es un sub-espacio vectorial de V.

Es mismo el mas pequertio sub-espacio vectorial de V' conteniendo v porque
cualquier sub-espacio que contiene v tiene que contener sus multiplos, es
porque lo llamamos sub-espacio vectorial engendrado por v.

Mas generalemente, para vy, ...,v, € V, el conjunto C' de las combina-
ciones lineales de vy, ..., v, :

C={vas+ ..+ vy, hay,...,a, € F}

es el mas pequeno sub-espacio vectorial de V' conteniendo vy, ..., v,. El sub-
espacio vectorial engendrado por vy, ..., v, es notado sev (vq, ..., v,). Visto la
definicién de suma de sub-espacios vectoriales, tenemos

sev (vy,...,vn) =1 F + ... + v, F

Como sev (v, ..., v,) es el mas pequenio sub-espacio vectorial conteniendo
v1, ..., Up, tenemos por cualquier sub-espacio vectorial W C V' :

sev (vy, ..., vp) CW S vy, 0, €W

Proposicion 7 Si vy, ...,v, y wy,...,w, son dos familias de vectores de V,
tenemos
S€V (U1, ..., V) C S€V (W1, ..., W)

st y solo si vy, ..., v, son combinaciones lineales de w1, ...,w, . Y entonces,
sev (U1, ..., Up) = Sev (wy, ..., Wy)

sty solo si vy,...,v, son combinaciones lineales de wy,...,w, Yy Wi, ..., W,
combinaciones lineales de vy, ..., v,
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Demostraciéon. Esta proposicion es una consecuencia directa del siguiente
hecho:

S€V (U1, ..., V) C S€V (Wy, ..., W)

si y solo si vy, ..., v, € sev (wy, ..., wy,), lo que significa que vy, ..., v, son com-
binaciones lineales de wy, ..., w,,. ®

Ejercicio 17 (para ir mas alla del curso) Aqui pueden encontrar 8 defini-
ciones de operaciones @ : R2 x R? — R? y ® : R? x R? — R2. En cuales
casos la estructura (R, &, ®) es un espacio vectorial sobre R.

o) @ () = (3 + )" (Vo + vm)) iy @ a =

ra?, yad);

1.

T1,11) D (9527y2) = (351 + iUQ,O) ; (xay) Oa= (1'@70)3

(
(
2. (
3. (z1,51) @ (T2,92) = (Y1 + Y2, 71 + 22) 5 (7,9) © @ = (yo, zav);

Ejercicio 18 C? con las operaciones usuales es un espacio vectorial sobre C
y un espacio vectorial sobre R. ;Cualquier espacio vectorial complejo puede
ser considerado como espacio vectorial real.

Ejercicio 19 Sea E un espacio vectorial sobre un campo K yV C E. Cuales
de las afirmaciones siguientes son verdaderas, y justificar su decision. Cuan-
do una afirmacion es verdadera , demostrale; cuando es falsa, encontrar un
contro-ejemplo.

1. Si'V no es un espacio vectorial de E, entonces 0 ¢ V.
2. 510 ¢V, entonces, V no es un sub-espacio vectorial de E.

3. StV #£0 y queV no es un sub-espacio vectorial de E entonces para
todos x,y € V y para todos o, 5 € K , xa+yps ¢ V.

4. 81V no es un sub-espacio vectorial de E, entonces, podemos encontrar
r,yeVya,BeK ta que xa+ys ¢ V.

5. Si podemos encontrar v,y € V y o, € K tal que za + yB ¢ V,
entonces V' no es un sub-espacio vectorial de E.



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES 19

Ejercicio 20 Damos algunos ejemplos de espacios vectoriales E sobre un
campo K, ast que los vectories v, vy,...,v, € E. Determinar en cada caso i
es posible de escribir v como combinaciones lineales de v, ..., v,.

1.

2.

3.

4.
5.

E=R3K=R,v=(2,4,6),v; = (1,2,3),v2 = (4,5,6),v3 = (7,8,9);

E=Rz], K =R,v=2+3v+42* v, = 1+x,v5 = x+ 2% v3 = 22+ 2%;

2 3 11 0 1
__ TR2x2 _ _ _ _ _
E=R 7K_R7U_<4 0)7'01_(0 0)7?}2_(1 0)7”3_
00Y)
1 1)
E=C*K=C,v=(142i,3—4i),v; = (:,0),v2 = (0,1).
E=C%K=R, v=(1+2i,3—4i),v = (i,0), v = (0,4).

Ejercicio 21 De los siguientes ejemplos, cuales son sub-espacios vectoriales
de R? :

1.

© ®» NS> v e

o~
I

10.

{(0,y,0) hy € R}
1,y,0) hy € R}

I I
= ~=
—~ —~

r,y,r+y)hayecR}

{(z,y,z+1)ha,y e R}
r, 2% 2%) hx e R}

~—

{
{
{

r,y,2) € R¥thz + 2y — 2 = 0}

—

r,y,2) ERPhz—y=2y+3=2—-1}

T Q@ =" &3 T Q @ o=
Il
/’_:/\

—

r,y,2) € R3tha? +9% + 22 =0}

r,y,2) e R3ha? +9% + 22 =1}

—

{

{(z+y,—zu+t) ER3Ma—u=z24+1=2y—t=0}

Ejercicio 22 FEn los siguientes ejemplos, cuales son sub-espacios vectoriales
de F(R,R):
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1. A={f:R—=RmhVzeR, f(z) >0}
2. B={f:R— R f es creciente o f es decreciente}
3. C={f:R—Rdh f(0) =0}

4. D={f:R—=RM f(a) = f(b)} discutir en funcion de los valores de
ayb.

Ejercicio 23 FEn los siguientes ejemplos, cuales son sub-espacios vectoriales
del espacio vectorial complejo Clx] :

1. A={P € Clz]<s h P'(0) = 0}
2. B={P e Cla] h P(0) = 2P(1)}

Ejercicio 24 FEn los siguientes ejemplos, cuales son los sub-espacios vecto-
riales de R**2:

1. A={M e R*? th M es simetrica}

2. B={M € R¥*>? h M es invertible}

3. C={MeR*>*?h M 11 = a} discutir en funcion de los valores de a.
Ejercicio 25 Sea S es el conjunto de los (z,1,2) € R? tal que

r+y+z = 0
r+952y+37z = 0
31z + 1287y + 389z = 0

4S es un sub-espacio vectorial de R?? Tratar de generalizar a cualquier sis-
tema homogeneo y que pasa en caso de sistema no-homogeneo?

Ejercicio 26 (para ir mas alla del curso) Sea F = {f M f es una funcion
R — R, }. Definimos

fog @ RoR, o f(x).g()
fog « R=oRirz— (f(2))°
donde f,g € F y a € R. Demostrar que esas operaciones hacen de F un

espacio vectorial sobre los reales.sF es un sub-espacio vectorial de F(R,R)
con las operaciones usuales?
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Ejercicio 27 (para ir mas alla del curso) Demostrar que V = {(a+ bi, —b—
ai) tal que a,b € R} es un sub-espacio vectorial de C* considerado como un
espacio vectorial real pero que no es un sub-espacio vectorial de C? consider-
ado como espacio vectorial complejo.

Ejercicio 28 ;El union de dos sub-espacios vectoriales es siempre un sub-
espacio vectorial? ;Si si, demostrarlo. Si no, el union de dos sub-espacios
vectoriales nunca es un sub-espacio vectorial o existe sub-espacios vectoriales
tales que su union nos da un sub-espacio vectorial y otros que no?

Ejercicio 29 (para ir mas alla del curso) Demostrar por induccion sobre k
que una suma Vi + ... + Vi de sub-espacios vectoriales es directa st y solo si

(Vi + ...+ Vi_1)NV; = {0} para todos i € {2, ..., k}.

Ejercicio 30 Para cada uno de los siguientes grupos de vectores en R3, de-
termine si el primer vector puede o no ser expresado como una combinacion
de los otros dos.

1. a) (=2,0,3), (1,3,0), (1,4, —1).
b) (3,4,1), (1,-2,1), (=2, —1,1).
¢) (~2,2,2), (1,2, 1), (=3, -3,3).

Ejercicio 31 Para cada uno de los siguientes grupos de polinomios en Ps(R),
determine st el primer polinomio puede o no ser expresado como una combi-
nacion de los otros dos.

1. a) 2> —=30+5 23 +222 —x+1, 23+ 322 — 1.
b) 3+ 2% + 2w+ 13, 223 — 322 + 4o + 1, 23 — 2* + 22 + 3.

Ejercicio 32 En F™ sea e; el vector cuya coordenada j—ésima es 1 y cuyas
otras coorenadas son cero. Demostar que {ey,es,...,e,} genera a F™.

Ejercicio 33 Mostrar que P,(x) es generado por {1,x,x?... "} .
Ejercicio 34 Mostrar que las matrices

10 01 0 0 0 0

00) > \oo/) L1o) ¥ \o1

generan a Mayo(F).
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Ejercicio 35 Demostrar que si

1 0 00 0 1
M1_<0 0)7M2_(0 1>ayM3_<1 0)7

Entonces el subespacio generado por { My, My, M3} es el conjunto de todas
las matrices simétricas de 2 X 2.

Ejercicio 36 Para cualquier elemento x de un espacio vectorial, demostrar
que sev({z}) = {ax : a € F}. Interpretar este resultado geométricamente
para R3.

Ejercicio 37 Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V'
es un subespacio de V', si y sdlo si sev(W) = W.

Ejercicio 38 Demostar que si S1 y Ss son subconjunto de un espacio vec-
torial V tales que Sy C Sa, sev(Sy) C sev(Sy). En particular, si S; C Sy y
sev(Sy) =V, entonces sev(Sy) = V.

Ejercicio 39 Demostrar que si Sy y Sy son subconjunto cualesquiera de un
espacio vectorial V, entonces sev(S; U Sy) = sev(Sy) + sev(Ss).

Ejercicio 40 Sean S y S subconjunto de un espacio vectorial V. Demostrar
que sev(S1NSz) C sev(Sy) Nsev(Sy). Dar un ejemplo en el cual sev(S;NSs)
y sev(St) N sev(Sy) sean iguales, y un ejemplo donde sean distintos.

1.3. Dependencia e Independencia lineal

Consideremos, por ejemplo, el conjunto S = {x1, zs, z3, 74} C R3, donde
r1 = (2,-1,4), zo = (1,-1,3), z3 = (1,1,—-1), y x4 = (1,—2,—1). Para
determinar si es linealmente dependiente debemos ver is existe o no un vector
en S que sea una combinacion lineal de los otros vectores de S. Ahora bien, el
vector x4 es una combinacién lineal de x1, x5 y 23,51 y solo si existen escalares
a, by c tales que

T4 = axy + brs + cx3

es decir, si y solo si

(1,-2,-1)=(2a+b+c,—a—b+c,4a+3b—c)
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Por lo tanto, x4 es una combinacion lineal de x1, x5 y x3 si y sélo si el sistema

20+b+c=1
—a—b+c=-2
da+3b—c=—1
tiene solucién. Para ver si este sistem de ecuaciones tiene solucién procedemos
como antes, multiplicamos la segunda ecuacién por -1 y la intercambiamos
con la primer ecuacién
a+b—c=2
20 +b+c=1
da+3b—c=—1

restando 2 veces la primera a la segunda y 4 veces a la tercera

a+b— c=2
—b+3c= -3
—b+3c=-9

y por ultimo, restando las dos 1iltimas ecuaciones obtenemos la ecuacion
inconsistente 0 = —6. Por lo que el sistema no tiene solucién.
Como el sistema

2a+b+c=1
—a—b+c=-2
da+3b—c= -1

no tiene solucién, x4 no es combinacién lineal de x1, 9 y x3. Sin embargo,
el hecho de x4 no sea una combinacién lineal de x1, x5 y x3 no indica que
el conjunto S no sea linealmente dependiente, pues falta verificar que si x1,
ZTo v x3 se pueden escribir o no, como una combinacion lineal de los otros
vectores en S. Puede demostrarse de hecho que z3 es una combinacién lienal
de x1, 9 y xy4; especificamente x3 = 2x1 — 3x5 + 0x4. Asi, S es linealmente
dependiente. Independencia lineal.

Definicion 7 Un subconjunto S de un espacio vectorial V' es linealmente
dependiente si existe un numero finito de vectores, xy, Ta,...,T, en S y
escalares ay, as, . ..,a, en F, no todos cero, tales que ayx1+asxa+. . .+a,x, =
0. Tambien se puede describir esta situacion diciendo que los elemenyos de
S son linealmente dependientes.
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Para demostrar que el conjunto S definido anteriormente es linealmente
dependiente, debemos encontrar escalares, a1, as, as, as no todos cero, tales
que

11 + Q9o + A3x3 + ATy = 0

es decir tales que
(2a1 + az + a3 + a4, —a1 — ay + az — 2a4, 4a; + 3a; — az — ag) = (0,0,0)
Por ello debemos encontrar una solucién para sistema

2a1—|—a2+a3—|—a4:0
—ay —ag +az —2a4 =0

4a1+3a2—a3—a4:0

donde no todas las incongintas valen cero. Como para el caso propuesto antes
sabemos que r3 = 211 — 319 + 0x4, se tiene que 2z — 3z — 3+ 0z4. De aqui
tenemos que a; = 2, as = —3, a3 = —1 y a4 = 0 es dicha solucién.

Por lo tanto se ve que la definicién establecida de dependencia lineal,
requiere de la solucién de tinicamente un sistema de ecuaciones en vez de més.
Puede verse facilmente que, en cualquier espacio vectorial, un subconjunto S
que contenga al vector cero debe ser linealmente dependiente. Como 1-0 = 0,
el vector cero es una combinacion lineal de elementos de S en la que algiin
coeficiente es no nulo.

Ejemplo 15 Determinar si el conjunto S = {(1,3,—4,2),(2,2,—4,0),(1,-3,2,—-4)}
en R* es linealmente dependiente o no.

Solucion 1 Puesto que
4(1,3,-4,2) — 3(2,2,—4,0) + 2(1,-3,2,—4) = (0,0,0,0)
S es linealmente dependiente.

Definicién 8 Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial, que
no sea linealement dependiente, es linealmente independiente o libre. Como
antes, describiremos esta situacion diciendo que los elementos de S son lin-
ealmente independientes.
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Nétese que el conjunto vacio es linealmente independiente, puesto queob-
viamente, los conjuntos linealmente dependientes deben ser no vacios. Mds
aln, en cualquier espacio vectorial, un conjunto integrado por un solo vec-
tor no nulo es linealmente independiente. Si {z} es linealmente dependiente,
entonces

ar =0
para algtin escalar a no nulo. luego
r=a"(ax)=a'0=0.

Proposicion 8 un conjunto S es linealmente independiente si y sélo si las
unicas combinaciones lineales de elementos de S iguales a cero son las com-
binaciones lineales triviales en donde todos los escalares son cero.

Este hecho proporciona un método muy titil para determinar si un conjun-
to finito es linealmente independiente. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Definicién 9 Sea (e, ..., e,) una sucesion de vectores de V', espacio vecto-
rial sobre un campo F, se dice que la sucesion (e, ...,e,) €s una sucesion
generadora o generatriz de V' si el sub-espacio engendrado por los vectores de
esta sucesion es V :

sev(ey,...,e,) = E

lo que significa que todo vector x € V' es una combinacion lineal de ey, ..., e,:
Tr = oie1 + ... + ae,

Ejemplo 16 Sea xj el vector en F™ cuyas primeras k — 1 coordenadas son
ceros y cuyas ultimas n — k + 1 coodenadas son 1. Entonces {x1,xs,...,2,}
es linealmente independiente.

Solucion 2 Tomando una combinacion lineal e igualando a cero tenemos
a1r1 + asxs + ...+ a,x, = 0.

lgualando las coordenadas correspondientes de la izquierda y derecha de esta
tqualdad tenemos el siguiente sistema de acuaciones.

( aq =0
a; +as =0
a; -+tas —as = 0

(a1 tax +az ...+a, = 0
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Claramente se ve la 1unica solucion de este sistema de ecuaciones es a; =
as =...=a, =0.

Los siguientes resultados son consecuencias inmediatas de las definiciones
de dependencia e independencia lineal.

Teorema 9 Sea V un espacio vectorial y sea S1 C Sy C V. Si S es lineal-
mente dependiente, entonces Sy también lo es

Corollario 4 Sea V un espacio vectorial y sea S; C Sy C V. Si Sy es
linealmente independiente, entonces S, también lo es.
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Ejercicio 41 Decir si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

1. a)

Si S es un conjunto linealmente dependiente, cada elemento de S
es una combinacién lineal de otros elementos de S.

Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente de-
pendiente.

El conjunto vacio es linealmente dependiente.

Subconjuntos de conjuntos linealmente dependientes son lineal-
mente dependientes.

Subconjuntos de conjuntos linealmente independientes son linela-
mente independientes.

Sixy, x2,..., T,, son linealmente independientes y a;z1 + asxs +
...+ a,x, = 0 todos los escalares a; son iguales a cero.

Ejercicio 42 En I sea e; el vector cuya coordenada j — ésima es 1 y
cuyas otras coorenadas son cero. Demostar que {e1, ey, ..., e,} es linealmente
independientes.

Ejercicio 43 Demostrar que el conjunto {1, x,

2...,2"} es linealmente in-

dependientes.

Ejercicio 44 Mostrar que las matrices

(o) (00) (o) v (51)

son linealmente independientes.

Ejercicio 45 FEncontrar el conjunto de matrices diagonales linealmente in-
dependientes que generan al espacio vectorial de matrices diagonales de 2 X 2.

Ejercicio 46 Demostrar que {z,y} es linealmente dependiente si y sélo si x
oy es un multiplo del otro.

Ejercicio 47 Dar un ejemplo de tres vectores linelamente dependientes en
R3 tales que ninguno de los tres sea multiplo de otro.



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES 28

Ejercicio 48 (a) Demostrar que {u,v} es linealmemente independiente si y
s6lo {u — v,u + v} es linealmente independiente.

(b) Demostrar que {u,v,w} es linealmente independiente si y sélo si {u +
v,u+w,v+w} es linealmente independiente.

Ejercicio 49 Demostrar que un conjunto S es linealmente dependiente si y
sélo si S = {0} o si existen vectores distintos y, x1, Ta,...,%, en S, tales
que y es una combinacion lineal de x1, Ta, ..., xy.

Ejercicio 50 Sea S = {x1,2a,...,x,} un conjunto finito de vectores. Demostrar
que S es linealmente dependiente si y sélo xy, =0 0 xpr1 = L({x1, 22, .., 21})
para algun k < n.Demostrar que un conjunto S de vectores es linealmente
independiente si y solo si cada subconjunto finito de S es linealmente inde-
pendiente.

Ejercicio 51 Sea M una matriz cuadrada triangular superior que tenga ter-
minos no nulos en la diagonla. Demostrar que las columnas de M son lineal-
mente independientes.

Ejercicio 52 Sean f y g funciones definidas por f(t) = €™ y g(t) = e*,

donde s # r. Demostrar que f y g son linealmente independientes en F (R, R).
Sugerencia: Suponer que ae™ + be* = 0. Hacer t = 0 y obtener una ecuacion
que involucre a a y b. Luego diferenciar ae™ + be’* = 0, y hacer t = 0 para
obtener una seguna ecuacion en a y b. Resolver ambas ecuaciones para a y b.
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1.4. Bases y Dimension

Un subconjunto S de un espacio vectorial V' que sea linealmente indepen-
diente y que genere a V' posee una propiedad muy interesante: cada elemento
de V puede ser expresado como una y sélo una combinacién lineal de ele-
mentos de S. Es este resultado el que hace que los conjuntos generadores
linealmente independendientes sean los elementos constructivos de los espa-
cios vectoriales.

Definicién 10 Una base S para un espacio vectorial V es un subconjun-
to linealmente independiente de V' que genera V. (Si  es una base de V,
diremos que los elementos de B forman una base de V'.)

Ejemplo 17 Recordando que L(@) = {0}, se dice que @ es una base para el
espacio vectorial {0} .

Ejemplo 18 En F", seae; = (1,0,0,...,0,0),e2 = (0,1,0,...,0,0),...,¢e, =
(0,0,0,...,0,1); se ve claramente que {e1, e, ..., e,} es una base para F™ y
se llama base estandar para F™.

Ejemplo 19 En M,,..(F) sea M la matriz cuyo tinico elemento no nulo
es un 1 en el i—ésimo rengldén y j—ésima columna. Luego {M%¥ : 1 <i<m,
1 < j <n} es una base para M,s,(F).

Ejemplo 20 En P,(F) el conjunto {1,z,22,...,2"} es una base.
Ejemplo 21 En P(F) el conjunto {1,z,2% ...} es una base.

Obsérvese que en el ejemplo 21 muestra que una base no nesesariamente
debe ser finita. De hecho, veremos més adelante, en esta secciéon que ninguna
base de P(F') puede ser finita. Entonces no todo espacio vectorial tiene una
base finita.

El siguiente teorema, que se utilizard frecuentemente en el capitulo sigu-
iente, muestra la propiedad méas importante de una base.

Teorema 10 Sea V un espacio vectorial y 5 = {x1,22,...,x,} un subcon-
gunto de V. Luego 3 es una base de V si y sélo si cada vector y en V puede
ser expresado de manera unica como una combinacion lineal de vectores de
B, es decir, puede ser expresado en la forma

Y =airy +axTo + ...+ apTy
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para escalares Unicos ay, s, . . ., Qy.
Demostracion. Sea 5 una base de V. Siy € V, entonces y € L(f3), puesto
que L(B) = V. Luego y es una combinacion lineal de los elementos de V.
Supongamos que

Y = 171 + Q%2 + ... + ApZy

Yy =bixy + bawo + ... + bpx,.

son dos posibles representaciones de y. Restando la segunda igualdad a la
primera se tendra

0= (a1 —b1)x1+ (ag —bo) xa+ ...+ (a, — by) .

Como [ es linealmente independiente, se tendrd que los coeficientes de esta
combinacion lineal deben ser cero, a; — by = as — by = ...a, — b, = 0. Luego
a1 = bl,(lg = bg,...,an = bn-

Para demostrar el reciproco, supongamos que cada elemento de V se puede
expresar de manera unica como una combinacion lineal de elementos de [3

Y=a1T1+ a2 + ...+ apTy.
En particular tenemos que

y como esta combinacion lineal es 1unica, se tiene que [ es linealmente inde-
pendiente y genera V, luego B es una base de V. m

El teorema 10 muestra que cada vector v en un espacio vectorial con una
base § = {x1,%2,...,2,} puede ser expresado de manera tnica en la for-
ma v = a1xy + asxy + ... + a,x, para escalares aq,as,...,a, seleccionados
adecuadamente. Luego, v determina una unica n — dimensional de escalares
(ay,as,...,a,)y, reciprocamente, cada n—dimensional de escalares determi-
na un unico v, al utilizar los términos de los n — dimensional como los coefi-
cientes de una combinacion lineal de elementos de (3. asi definimos una biyec-
cién entre V' 'y I esta biyeccion se llama isomorfismo de espacios vectoriales

de V en F™.

Este hecho sugiere que V' es similar al espacio vectorial £, donde n es el
nimero de vectores en una base para V. Nuestro préximo teorema identi-
ficard una gran clase de espacios vectorial, cada uno de ellos con una base
finita. Sin embargo, es necesario probar primero un resultado preliminar.
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Lemma 11 Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio
vectorial V', y sea x un elemento de V' que no estd en S. Luego S U {zx} es
linealmente dependiente si y sdlo si x € sev (S).

Demostracion. Si SU{x} es linealmente dependiente, deberdan existir vec-
tores x1,xs,...,x, en SU{z} y escalares ay,as, ..., a, no nulos tales que

a1r1 + asxs + ...+ a,x, = 0.

Como S es linealmente independiente, uno de los x; debe ser x (de otra forma
los coeficientes de la combinacion deberdn ser cero, por independencia lineal),
digamos x1, es igual a x, entonces

a1r+ asxrs + ...+ apr, =0

Yy ast x = afl (—agzy — ... — apzy,) . Como x es una combinacion lineal de
elementos de S, x € L(S5).

Reciprocamente, supongamos que x € L(S). Luego, existen vectores 1, T,
..., Ty €S y escalares ay,as,. .., a, tales que

T = a1+ aoxs + ...+ ApTy.

Asi
0=a1x1 + ayxa + ... + apx, + (—1x),

y como x # x; para it = 1,2,... ,n.{x1,xa,...,T,,x} es linealmente depen-
diente. Por tanto S U {x} es linealmente dependiente por el teorema 9. ®

Teorema 12 S un espacio vectorial es generado por un conjunto finito Sy,
entonces un subconjunto de Sy es una base para V. Y por lo tanto V tiene
una base finita.

Demostracion. Si Sy = @ o Sy = {0}, entonces V = {0} y @ es un sub-
conjunto de Sy que es una base para V. De lo contrario Sy contendrd un
elemento x1 no nulo. Nétese que {x1} es un conjunto linealmente indepen-

diente. Continiese, si es posible, escogiendo elementos xo, ..., x, en Sy tales
que {x1, 9, ..., 2.} sea linealmente independientes. Como Sy es un conjunto
finito, se debe alcanzar una etapa en la S = {x1,23,...,x,} sea un sub-

conjunto linealmente independiente de Sy pero que al anadir a S cualquier
elemento de Sy que mo esté en S se produzca un conjunto linealmente de-
pendiente. Demostraremos entonces que S es una base para V. Como S es
linealmente independiente, es suficiente con demostrar que sev(S) =V, pero
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como sev(Sy) =V, de acuerdo con el teorema ?? es suficiente con mostrar
que Sy C sev(S) ya que el espacio vectorial mas pequerio que contiene a Sy
es sev(Sp) = V. Sea x € Sy. Si x € S, entonces evidentemente x € sev(S).
De otra forma, si x ¢ S, la construccion anterior de S, muestra que S U{x}
es linealmente dependiente. Asi x € sev(S), de acuerdo con el lema anterior
y, por lo tanto Sy C sev(S). m

El método por el cual se obtuvo la base S en la demostarcién anterior es
una manera muy Util de obtener bases. Un ejemplo de este procedimiento se
da a continuacién.

Ejemplo 22 Los elementos (2,—3,5), (8,—12,20), (1,0,—-2), (0,2,—1) y
(7,2,0) generan R3. Encontrar una base a partir de estos vectores.
Solucion 3 Para empezar seleccionamos un vector no nulo del conjunto

generatriz, digamos (2,—3,5), como uno de los elementos de la base. Co-
mo 4(2,—3,5) = (8, —12,20), el conjunto

{(2,-3,5),(8,—12,20)}

es linealmente dependiente. Por tanto (8,—12,20) no serd incluido en nuestra
base. Como (1,0, —2) no es multiplo de (2,—3,5) y viceversa, el conjunto

{(2,-3,5),(1,0,—2)}

es linealmente independiente. Por lo tanto (1,0, —2) puede ser incluido en la
base. Procediendo con el siguiente elemento del conjunto generatiz, se deberd
excluir o incluir en nuestra base al elemento (0,2, —1) dependiendo de que el
conjunto
{(2,-3,5),(1,0,—-2),(0,2,—1)}

sea linealmente dependiente o linealmemente independiente. Un cdlculo sen-
cillo muestra que el conjunto es linealmente independiente; luego (0,2, —1)
también serd incluido en nuestra base. El elemento final del conjunto gener-
atriz (7,2,0) serd excluido o includio en la base dependiendo de que

{(2,-3,5),(1,0,-2),(0,2,—1),(7,2,0)}
sea linealmente dependiente o linealmente independiente. Ya que
2(2,-3,5) +3(1,0,—2) +4(0,2,—1) — (7,2,0) = (0,0,0)

el conjunto es linealmente dependiente y se excluye de la base. De esta man-
era, el conjunto {(2,-3,5),(1,0,—2),(0,2,—1)} es una base para R>.
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El siguiente teorema y sus corolarios son quizé los resultados mas impor-
tantes de este capitulo.

Teorema 13 Sea V un espacio vectorial que tiene una base [ con exac-
tamente n elementos. Sea S = {y1,y2, ..., Ym} un subconjunto linealmente
independiente de V que contenga exactamente m elementos, donde m < n.
Entonces , existe un subconjunto S de [ que contiene exactamente n — m
elementos tales que S U Sy genera a V.

Demostracion. La demostracion de este teorema se hard por induccion
matemdtica sobre m. Principiaremos la induccion con m = 0, pues en este
caso S = {@}, y ast Sy = [ satisface claramente la conclusion del teorema.

Ahora, supongamos que el teorema es cierto para alguna m tal que m < n.
Dostraremos que si esto ocurre, entonces también el teorema es cierto para
m+1. Sea S = {y1,y2, -, Ym, Yms1} un subconjunto de V linealmente inde-
pendiente, el cual contiene exactamente m + 1 elementos. Como S es lineal-
mente independiente, por el corolario 4 del teorema 9, {y1,Ya,...,Ym} tam-
bién lo es, aplicamos la hipdtesis de induccion para concluir que, si existe un

subconjunto {1, xa, ..., Tn_m} de B tal que {y1, Y2, . ., Ym }I{x1, T2y .. ., Ty }

genera a 'V, entonces para S = {y1,Y2,- - Ym, Ymi1} eziste un S; C [ con
exactamente m — n — 1 elementos, tal que S U S, genera a V. Por lo tanto
existen escalares ay,as, ..., 0y, Yy by, b, ... by_p, tales que

Ym+1 = A1Y1 + a9 + ...+ AmYm + 511’1 + bgl’g + ...+ bn—mxn—m‘ (15)

Obsérvese que al menos un b; es distinto de cero, pues de lo contrario ym,11
seria un combinacion lineal de {y1,ys,...,Ym} contradiciendo el hecho de
{Y1,Y2, -« -, Ym, Yms1} €s linealmente independiente. Supongamos que by es
no nulo, luego resolviendo para x1 de la ecuacion (1.5)

w1 =+ (=b'a) yr + o (<0 ) Yo — (<07 )yt (16)
(=bitas) o+ ...+ (=07 ') Tnem.

Entonces 1 € sev({y1, -+, Yms Ym+1, L2 - - - s Tn_m ) de acuerdo con la ecuacion
(1.6), pero como yi, . .., Ym, T2, . - ., Tn_m Son claramente elementos de sev({yi, . ..
Y, Yma1s T2, - -+, Tnom}), Se tendrd que

{yla vy Yms L1, T2, - - 7:En—m} g 561)({%; oy Ymy Ym41, T2, - - 7xn—m})‘
(1.7)

Y
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Como sev({Y1, .- Ym, Ym+1, T2, - - -, Tnm} €S un espacio vectorial que con-
tiene a {y1, ..., Ym,T1, T2, ..., Tn_m} pero por el teorema 77 el espacio vec-
torial mas pequeno que contiene a {y1, ..., Ym,T1, T2y, Tn_m} €8 V. Luego
entonces el espacio generado por {yi, - . Ym, Ymils T2, - - - Tn-m} €8 V. En-
tonces , el escoger S; = {xa,...,Ty_m} demuestra que el teorema es cierto
param—+1. m

Para ilustrar el teorema 13, nétese que S = {z? — 4,z — 6} es un subcon-
junto linealmente independiente de Py(F). Como 3 = {1,z,2?} es una base
de Py(F), debera de existir un subconjunto S; de  que contenga 3 —2 =1
elementos tal que S US] genere a Py(F'). En este ejemplo, cualquier subcon-
junto [ que contenga un elemento serd suficiente para S;. Con esto se ve que
el conjunto S; del teorema 13 no necesariamente es tnico.

Corollario 5 Sea V un espacio vectorial que tiene una base B que contiene
exactamente n elementos. Entonces cualquier subconjunto linealmente inde-
pendiente de V que contenga exactamente n elementos es una base de V
Demostracion. Sea S = {y1,ya,...,Yn} un subconjunto linelamente inde-
pendiente de V con exactamente n elemento y [ una base de V con exacta-
mente n elementos. Luego por el Teorema 13 existe un subconjutno Sy de [
conn —n = 0 elementos, tal que S U Sy genera a V. Pero como S; tiene 0
elementos S1 = ©. Entonces SUS| = S genera a V y como S es linealmente
independiente, S es una base para V. m

Ejemplo 23 Los vectores (1,—3,2), (4,1,0) y (0,2, —1) forma una base para
R3, ya que si

a1(1,-3,2) + as(4,1,0) + az(0,2, —1) = 0

ai, as Yy az deberdn satisfacer el sistema de ecuaciones

a;  +das =0
— 3@1 “+as +2G3 =0
2@1 —a3 = 0

Que tiene por inica solucion a; = ay = ag = 0. Entonces (1,—3,2), (4,1,0)
y (0,2, —1) son linealmente independientes y, de acuerdo con el corolario 5
forman una base para R3.
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Corollario 6 Sea V un espacio vectorial que tiene una base 3 con exacta-
mente n elementos. Entonces cualquier subconjunto de V que contenga mds
de n elementos es linealmente dependiente. Consecuentemente, cualquier sub-
conjunto de V linealmente independiente tiene como maximo n elementos.
Demostracion. Sea S un subconjunto de V que contiene mdas de n elementos.
Con el fin de llegar a una contradiccion supongamos que S es linealmente
independiente. Sea S7 un subconjunto cualquiera de S con exactamente n
elementos. Entonces, de acuerdo con el corolario anterior, Si es una base
de V. Como S; es un subconjunto propio de S, podemos tomar un elemento
x en S que no sea elemento de S;. Como Si es un es una base de V, v €
sev(S1) = V. Luego, el lema previo al teorema 12 implica que Sy U {z} es
linealmente dependiente. Pero Sy U {x} C S; luego, por el teorema 9 S es
linealmente dependiente —una contradiccion. Se concluye, por tanto que S
es linealmente dependiente. m

Ejemplo 24 Sea S = {2?+7,82% — 2x,4x — 3,Tx + 2} . Aun cuando se
puede demostrar directamente que S es un subconjunto linealmente depen-
diente de P2(F'), esta conclusion se deriva inmediatamente del corolario an-
terior puesto que 3 = {1,x,2*} es una base para Po(F) que contiene menos
elementos que S.

Corollario 7 Sea V un espacio vectorial que tiene una base 3 con exacta-
mente n elementos. Entonces toda base de V contendrd exactamente n ele-
mentos.

Demostracion. Sea S una base de V. Como S es linealmente independiente
tendrd como mdximo, de acuerdo con el corolario 6, n elementos. Supdngase
que S contiene exactamente m elementos; luego m < n. Pero ademds S es una
base de V y [ es un subconjunto linealmente independiente de V. Entonces,
el corolario 6 puede ser aplicado intercambiando los papeles de B y S para
darn < m. Luego m =n. m

Si un espacio vectorial tiene una base con un nimero finito de elementos
, entonces el corolario anterior establece que el nimero de elementos en cada
base es el mismo. Este resultado hace posible las siguiente definicién.

Definicién 11 Un espacio vectorial V se llama dimensionalmente finito si
tiene una base con un numero finito de elementos; el inico nimero de ele-
mentos en cada base de V se llama dimesion de V y se denota por dim(V').
St un espacio vectorial V no es dimensionalmente finito, se llama dimension-
almente infinito.
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Ejemplo 25 FEl espacio vectorial {0} tiene dimension cero.
Ejemplo 26 FEl espacio vectorial F" tiene dimension n.

Ejemplo 27 El espacio vectorial M., s, (F') tiene dimension mn.
Ejemplo 28 El espacio vectoarial P,(F) tiene dimension n + 1.
Ejemplo 29 El espacio vectorial P(F') es dimensionalmente infinito.

Los siguientes dos ejemplos demuestran que la dimensiéon de un espacio
vectorial depende de su campo de escalares.

Ejemplo 30 El espacio vectorial de los nimeros complejo tiene dimension
1 sobre el campo de los nimeros complejos. (Una base es {1} ).

Ejemplo 31 El espacio vectorial de los niimeros complejos tiene dimension
2 sobre el campo de los nimeros reales. (Una base es {1,i}).

Corollario 8 Sea V un espacio vectorial de dimension n, y sea S un subcon-
Junto de V que genera a V y contiene como maximo n elementos. Entonces
S es una base para V y contiene exactamente n elementos.

Demostracion. Existe un subconjunto Sy de S tal que Sy es una base de V
(Teorema 12) Por el corolario 7Sy contiene exactamente n elementos. Pero
S1 C S y S contiene como mdximo n elementos, luego S = S7 y S es una
base de V. m

Ejemplo 32 Se tiene del corolario 8 que {x* + 3x — 2,22 4+ 5x — 3, —a? —
4z + 4} es un base para Pa(R).

Ejemplo 33 Se tiene del corolario 8 que

(o) G Gy) e ()

forma una base de Mays(R).
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Corollario 9 Sea 3 una base de un espacio vectorial V de dimension n y sea
S un subconjunto linealmente independiente de V que contiene m elementos.
Entonces, existe un subconjunto Si de [ tal que S U S es una base de V.
Demostracion. Por el corolario 6 del teorema 13 sabemos que m < n.
Entonces, por el teorema 13 existe un sunconjunto S, de [} que contiene
exactamente m — n elementos tal que S1 U S genera a V. Es evidente que
S1US contiene a lo mds n elementos; asi, el corolario 8 implica que S; U S
es una base de V. m

Los teoremas 12 y 13 y sus cinco corolarios contienen toda una riqueza
de informacién acerca de las relaciones entre conjuntos linealmente indepen-
dientes, bases y conjuntos generatrices. Por esa razén resumiremos los resul-
tados principales de esta seccién para situarlos en una mejor perspectiva.

Una base de un espacio vectorial V es un subconjunto linelamente in-
dependiente de V que genera a V. Si V tiene una base V tiene una base
finita, entonces cualquier base de V contiene el mismo niimero de vectores.
Este niimero se llama dimensioén de V, y se dice que V es dimensionalemente
finito. Luego, si la dimensién de V es n, toda base para V contiene exacta-
mente n vectores. Ademads, todo subconjunto de V linealmente independiente
contiene no méas de n vectores. y puede ser tomado como un abase para V
mediante la inclusiéon de vectores adecuadamente escogidos. Por otra parte,
todo conjunto generatriz de V contiene como minimo n vectores y puede ser
transformado en una base de V eliminando adecuadamente algunos de los
vectores.

Ejemplo 34 El siguiente ejemplo ilustra como puede utilizarse estos resu-
latdos para obtener una importante conclusion no trivial.

Sean cg,cy,...,c, elementos distintos de un campo F. Los polinomios

fo(x), fi(x),..., fu(x), donde

(1) = (x—co)...(x—cim1) (T —ciy1) ... (2 — cn)
fi@) = (i —co)... (i —cima) (¢ — Ciy1) ... (€ — ¢n)
17—
_g)(ci—cj)
i

oL,
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Se llaman polinomios de Lagrange (asociados a ¢y, cy,...,¢,). Tomando a
fi(z) como una funcién polinomial f; : F' — F se ve que
] 0 sii#j

Se utilizars esta propiedad de los polinomias de Lagrange para demostrar que
B ={fo, f1,---, [n} €s un subconjunto linealmente independiente de P, (F’)
Como la dimensién de P,,(F') es n+1 se tendra del corolario 5 teorema 13 que
( es una base de P, (F'). Para demostrar que [ es linealmente independiente,
supoéngase que

n
g a;fi =0 para algunos escalares ag, ay, ..., Gy,
i=0

donde 0 es la funcién cero. Entonces

n

Zaifi(cj)zo para j =0,1,...,n.

i=0
Pero también

Zaifz’(cj) = a;
1=0

por la ecuacién (1.8). De aqui que a; = 0 para j =0,1,...,n y se tiene que
[ es linealmente independiente.

Como [ es una base para P, (F'), toda funcién polinomial en P, (F) es
una combinacién lineal de elementos de [3, esto es

g= Z bifi.
i=0
Entonces N
g(c;) =Y bifile;) = b;.
i=0

asi

9= Z bi fi-
i=0
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es la representacién dnica de g como combinacién lineal de elementos de £5.
Esta representacién se llama ecuacion de interpolacion de Lagrange. Véase
que el argumento anterior muestra que si by, by, . . . , b, son cualesquiera n + 1
elementos (no necesariamente distintos), entonces la funcién polinomial

g = Z bi fi.
i=0

es el unico elemento de P,(F') tal que g(c;) = b;. Luego entonces, hemos
encontrado el dnico polinomio cuyo grado no excede a n que tiene valores
especificos b; en los puntos dados ¢; en su dominio (i = 0,1,...,n). Por
ejemplo, construyamos el polinomio real de grado méximo 2 cuyas graficas
contienen a los puntos (1,8), (2,5) y (3,—4). (Luego, en nuestra notacién
co =1, =2yc=3,byp=8 b =5y by = —4.) Los polinomios de
Lagrange asociados a ¢y, ¢1 y ¢ son

) _ 1.,

o) =Ty ~2 @ 5O,
_@-1@E=-3)

fi(z) = 2-1)(2=3) ——(a: —4:1:+3),
(x—1)(x—2) 1,,

fo(z) = 3-1)(3-2) —i(x —3x+2)

De aqui el polinomio deseado es

2
g(x) = bifi = 8fo(x) +5f1(x) — 4fs(x)
=0
=(4-5-2)2"+(-20+20+ 6)z + (24 — 15 — 4)
g(x) = —32* + 62 +5

Una consecuencia importante de la ecuacién de interpolacién de Lagrange
es el siguiente resultado: si g € P, (F) y g(¢;) = 0 para n + 1 elementos
diferentes cg, cq,...,c, en F, g serd la funcién cero.

1.5. Bases de sub-espacios vectoriales.

El siguiente resultaado relaciona la dimensién de un subespacio con la
dimensién del espacio vectorial que lo contiene.
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Teorema 14 Sea W un subespacio de un espacio vectorial V de dimen-
sion n. Entonces W es dimensionalmente finito y dim(W) < n. Ademds,
si dim(W) = n, entonces W = V.

Demostracion. Si W={0}, entonces W es dimensionalmente finito y
dim(W) = 0 < n. De otra manera existe un elemento no nulo x; en W
y asi {z1} es un conjunto linealmente independiente. Continuando de esta
forma, tomense elementos xq,xs, ...,z en W tales que {x1, 22, ..., 21} sea
linealmente independiente. Fste proceso debe terminar en una etapa donde
{1, 29,..., 21} sea linealmente independiente pero de manera que al anadir
un elemento de W se tenga un conjunto linealmente dependiente (puesto que
ningun subconjunto linealmente independiente de V puede tener mds de n
elementos). Entonces W tiene una base finita con no mds de n elementos;
esto es, dim(W) < n.

Si dim(W) = n, entonces una base para W seria un subconjunto de V lin-
ealmente independiente que contuviera n elementos. Pero el corolario 5 del
teorema 13 implica que la base para W es también una base para V y se tiene
que W =V. m

Corollario 10 5i W es un subespacio de un espacio vectorial V dimension-
almente finito, Entonces W tiene una base finita y cualquier base para W es
un subconjunto de alguna base para V.

Demostracion. El teorema muestra que W tiene una base finita S. Si B es
una base para V, el teorema 13 dice que existe un subconjunto S; de [ tal
que SU ST es una base para V. De aqui que S es un subconjunto de una base
para V. m

Podemos utilizar el teorema anterior para analizar geométricamente los
subespacios de R? y R3.

Como R? tiene dimensién 2 sobre R, los subespacios de R? sélo pueden
tener dimension 0, 1 y 2. Los unicos subespacios de dimensién 0 6 2 son {0}
y R2, respectivamente. Cualquier subespacio de R? que tenga dimensién 1
consta de todos los multiplos escalares de algiin vector no nulo en R2.

Si algtin punto de R? se identifica de manera natural con un punto del
plano Euclidiano, entonces es posible describir los subespacio de R? geométri-
camente: Un subespacio de R? de dimensién 0 consta del origen del plano
Euclidiano, un subespacio de R? de dimensién 1 consta de una recta que
pasa por el origen y un subespacio que tenga dimensién 2 es todo el plano
Fuclidio.
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Similarmente, los subespacios de R?® deben tener dimensién 0, 1, 2 6 3.
Interpretando estas posibilidades geométricamente, vemos que un subespacio
de dimensiéon 0 debe ser el origen del sistema coordenado Euclidiano en el
espacio. Un subespacio de dimensién 1 es una recta en el espacio que pasa por
el origen. Un subespacio de dimensién 2 es un plano que contiene al origen.
Y un subespacio de dimensién 3 es el mismo espacio de 3 dimensiones.

Ejemplo 35 Sea W = {(ay,as,...,as5): a1+az+as = 0,as = aq}. Entonces
W es un subespacio de F® con {(1,0,0,0 — 1), (0,0,1,0,—1), (0,1,0,1,0)}
como base. Luego W tiene dimension 3.

Ejemplo 36 El conjunto de las matrices diagonales de n X n forman un
subespacio W de My, (F). Una base para W es {MY M?? ... M™} donde
M es la matriz cuyo tnico elemento diferente de 0 es un 1 en el i-ésimo
renglon y j-ésima columna. Asi, la dimension de W es n.

Ejemplo 37 El conjunto de las matrices simétricas de n X n forma un sube-
spacio W de M, x,,(F). Una base de Wes {A% :1 <1< j}, donde AV es la
matriz de n X n que tiene un 1 en el 1—ésimo renglon y j—ésima columna,
un 1 en j—ésimo renglon y i—ésima columna, y 0 en los demas término. Por
lo tanto, la dimension de Wesn+(n—1)+...+1=%(n+1).

Ejemplo 38 El conjunto de polinomias de la forma a;gz'® + a2 4+ ... +
asx® + ag donde ais, ass, .. .,as,a9 € F componen un subespacio W de di-
mension 10, puesto que{1,z% xz*... 2} es una base de W.

Si W1 y W5 son subespacios de un espacio vectorial V, vimos que también
lo son Wy NWy y Wi+ Ws. Es natural preguntarse si las dimensiones de estos
subespacios pueden calcularse directamente a partir de las dimensiones de
W; y Wj. Desafortunadamente esto no es posible. Existe, sin embargo, una
relacion entre dim(W; N Wy), dim(Wy + Wa), dim(W;), dim(Ws).

Teorema 15 Sean W, y W, subespacios dimensionalmente finitos de un
espacio vectorial V. Entonces Wi + Wy es dimensionalmente finito y

Demostracion. Como Wi N Wy es un subespacio de un subespacio dimen-
sionalmente finito, Wy, W1 N Wy tiene una base finita 5y = {x1,x2,..., 2}
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(Teorema 14). Usemos el corolario del Teorema 14 para encontrar [}, =

{v1,92, -, yr} y By = {21, 22,...,2m} lales que B, U [, sea una base para
Wi y By U By sea una base de Wy. Demostraremos que By U ;U By =
{T1, . Ty Y1y oy Yry 215 - - -5 Zm €S una base para Wi + W, Se sequird que
W1 + Wy es dimensionalmente finito y

dim(Wy +Wy) =k+r+s=((k+r)+(k+m)—k

Para demostrar que By U 5, U By es una base de W1 + Wy demostaremos
primero que By, U B, U By es linealmente independiente. Supongamos que

axy+ ...+ apry +oy1+ ...+ b0y 12+ ... FCpzm =0
Para algunos escalares aq, ..., ag,b1,...,b.,¢1,...,Cn. Sea

Vo = @121 + ... + Ty, v1 = by + ...+ by,

Vg = C12 + ...+ Cmnlm;

obsérvese que vg € W1 NWs, vy € Wy y vy € Wy, La igualdad anterior puede
espresarse como vg+v1+vy = 0; ast, vg+v; = —vy. En esta tltima igualdad el
miembro del lado izquierdo es un elemento de Wy, mientras que el miembro
del lado derecho es un elemento de Wy. Entonces —vy es un elemento de

Wy como de Wy, esto es, vo € Wi N Wy. Como {x1,...,x} es una base de
WiNWs existen escalares dy, . .., d; tales que —vy = dyx1+...+d,x. Ahora
bien

0= Vg + V1 + Uy
= (&1 —d1)$1+...+ (ak —dk)xk—i—blyl + ...+ by,
Asi tenemos una combinacion lineal de elementos de By, U B, que es igual

al vector cero; pero By, U [, es un conjunto linealmente independiente, y ast
a1 —dy=...=a,—dy=by=...=0b.,=0. De aqui que v; = 0. Entonces

0=1v9+v1 + v9 =109+ v

=1+ ... +tapTp +Cc12+ ...+ Cn2m

de manera que una combinacion lineal de B, U B4 es cero. Como antes, el
hecho de que By U B4 sea un conjunto linealmente independiente implica que
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G =...=a = = ... = ¢y = 0. Hemos demostrado que 3, U 3, U 3, es
linealmente independiente.
Falta demostrar que 5,U 3, U By genera a Wi+ Wy. Pero ahora tenemos que

sev(BoUBy) = Wi y L(ByU By) = Wa puesto que By U By y By U By son bases
para W1 y Ws, respectivamente. Pero

sev(By U By U By) = sev((By U By) U (ByU By))
= sev(By U B1) + L(By U By)
- Wl + WQ.

De aqui que B, U B, U By genera a Wi + Wy, Con esto queda completa la
demostracion. ®

Como una consecuencia inmediata de este resultado, se tiene el siguiente
corolario de utilidad.

Corollario 11 Sean W; y Wy subespacios dimensionalmente finitos de un
espacio vectorial V, tales que V.= Wy + W,. Luego V es la suma directa de
Wy y Wy siy solo st

dim(V) = dim(Wy) + dim(Ws).

Ejemplo 39 Sea ¢ un elemento de un campo infinito F, sea Wy el conjunto
de todas las funciones constantes en P, (F), y definase Wy = {f(z) € Pn(F) :
f(¢) = 0} Puede verse facilmente que Wy y Wy son subespacios de P,(F) y
que P (F) = Wy @& Wy, (Observese que para cualquie f(x) € P,(F), g(x) =
F(0) € Wi y hiz) = f(z) — f(c) € Wy y por lo tanto f(z) = g(x) + h(x))
Como la funcion constante p(x)=1 claramente constituye una base para Wi,
se deduce del corolario anterior que

dim(Ws) = dim(P,(F)) — dim(W;) = (n+1) — 1 =n.



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES 44

Ejercicio 53 Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1. a) El espacio vectorial cero no tiene base.

b) Todo espacio vectoarial generado por un conjunto finito tiene una
base.

¢) Todo espacio vetorial tiene una base finita.
d) Un espacio vectorial no puede tener mas de una base.

e) Si un espacio vectorial tiene una base finita tiene una base finita,
entonces el nimero de vectores en todas las bases es el mismo.

f) La dimensién de P, (F') es n.
g) La dimensién de M,,«,,(F) es n + m.

h) Suponer que V es un espacio vectorial dimensionalmente finito,
que S; es un subconjunto linealmente independiente de V y que
Ss es un subconjunto de V que genera a V. Luego S; no puede
tener més elementos que S,.

i) SiS genera al espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede
escribirse como una combinacion lineal de elementos de S de una
sola manera.

j) Todo subespacio de un espacio dimensionalmente finito es dimen-
sionalmente finito.

k) Si V es un espacio vectorial de dimensién n, entonces V tiene
exactamente un subespacio de dimensién 0 y un exactamente un
subespacio de dimensién n.

[) Si W; y W, son subespacios dimensionalmente finitos de un espa-
cio vectorial, entonces dim(W; + W) = dim(W;) + dim(W5).

Ejercicio 54 Determinar cudles de los siguientes conjuntos son bases para

R3.
1. a) {(1,0, 1),(2 5,1), (0, —4,3)}.
b) {(2,-4,1),(0,3,-1),(6,0,-1)}.
c) {(1,2,-1),(1,0 2),(2 1L, 1)}
d) {( >3v1)7(27 ) (_3’8 2)}
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e) {(1,-3,-2),(=3,1,3),(~2,-10,—-2)}.

Ejercicio 55 Determinar cudles de los siguientes conjuntos son bases para
P2(R).
1. a) {-1—z+22%2+z—22%1— 2z + 42}
b) {1+ 2z + 22,3 + 2%, 2 + 22}.
¢) {1+4x — 22 -2+ 3x — 2%, -3 — 122 + 622},
d) {—14 2z + 42?3 — 4z — 102% -2 — bz — 627%}.
e) {1+ 2x—2%4— 2z + 22 —1+ 18z — 92%}.

Ejercicio 56 ;Generan los polinomios x® — 22?2+ 1, 42> —2+3 y3x —2 a
Ps(R)? Justifique su respuesta.

Ejercicio 57 ;Fs{(1,4,—6), (1,5,8), (2,1,1), (0,1,0)} un subconjunto lin-
ealmente independiente de R3? Justifique su respuesta.

Ejercicio 58 Dar tres bases diferentes para F? y para M., xn(F).
Ejercicio 59 Los vectores 1 = (2,-3,1), x5 = (1,4, —2), z3 = (=8, 12, —4),
zq = (1,37,—-17) y x5 = (=3, —5,8) generan a R3. Encontrar un subconjunto

de {x1, w3, T3, T4, T5} que sea una base para R>.

Ejercicio 60 Sea V el espacio vectorial que consta de todos los vectores de
R® para los cuales la suma de coordenadas es cero. Los vectores

71 = (2,-3,4,-5,2), z3=(—6,9,—-12,15,—6),
T3 = (3, 2,7,— ,1), Ty = (2, 8,2, 26)
x5 =(1,-1,2,1,-3), 2= (0,—3,—18,9,12),
2y =(1,0,-2,3,-2), x5=(2,—1,1,-9,7)

generan V. Encontrar un subconjunto de {x1, x2, T3, T4, T5, Te, T7, Tg}-

Ejercicio 61 Los vectores x; = (1,1,1,1), 5 = (0,1,1,1), 3 = (0,0,1,1),
yxzy = (0,0,0,1) forman una base para F*. Encontmr la inica representacion
de un vector arbitrario (a1, as, as, ay) en F* como combinacion lineal de los
vectores de x1, T3, T3, Y Ty4.
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Ejercicio 62 Sea

V = Mayo(F), le{(a b)EV:a,b,ceF}

cC a

0 a
Wg—{<_a b)EV.a,bEF}

Demostrar que Wy y Wy son subespacios de V y encontrar las dimensiones
de Wl, Wg, W1 + WQ, Yy W1 N Wg.

Ejercicio 63 Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea S un subcon-
junto de V que genera a V.
1. a) Demostrar que S contiene al menos n elementos.
b) Demostrar que un subconjunto de S es una base para V. (Tenga

cuidado de suponer que S sea finito.)

Ejercicio 64 Sean Wi y W, subespacios de un espacio vectorial V de dime-
siones n y m, respectivamente, donde m > n. Demostrar que dim(W1NWs) <
n y dim(Wy + Ws) < m + n. Dar ejemplos de subespacios de R* donde cada
tqualdad se combierta en igualdad.

Ejercicio 65 Sea {z,y} una base de un espacio vectorial V. Demostrar que
tanto {x+y,x—y} como {ax,by} son bases para V, donde a y b son escalares
arbitrarios no nulos.

Ejercicio 66 Suponer que V es un espacio vectorial con una base {xy,xs, 3}.
Demostrar que {x1 + x9 + 3,19 + x3, 23} también es una base para V.

Ejercicio 67 FEl conjunto de soluciones para el sistema

Ty —2x9 +x3 = 0
21’1 —31‘2 +x3 = 0

Es un subespacio de R®. Encontar una base para este subespacio.
Ejercicio 68 Encontrar bases para los siguientes subespacios de F° :

W = {(a1, a2, a3, a4,05) € F* 1 a2 = a3 = a4, a1+ a5 = 0}.

Cuales son las dimensiones de Wy y Wi.
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Ejercicio 69 FEl conjunto de todas las matrices de n X n cuya traza es igual
a cero es un subespacio W de M, (F'). Encontrar una base de W. sCudl es
la dimension de W¢

Ejercicio 70 FEl conjunto de todas las matrices triangulares de n X n es un
subespacio W de My« (F'). Encontrar una base de W. 5Cudl es la dimension

de W?¢

Ejercicio 71 El conjunto de todas las matrices antisimétricas de n X n es un
subespacio W de M5, (F'). Encontrar una base de W. 5Cudl es la dimension
de W?¢

Ejercicio 72 Sean Wy y W5 subespacios de un espacio vectorial V tales que
V =WieWs,. St 5, y By son bases para Wy y W, respectivamente, demostrar
que 31N By =@ y que B, U B,y es una base para V.

Ejercicio 73 Reciprocamente, sean 3, y B5 bases disjuntas para Wy y W,
respectivamente, de un espacio vectorial V. Demostrar que si 3, U B4 es una
base para V, entonces V.= Wy, & Ws.

Ejercicio 74 Sea W un subespacio de un vectorial dimensionalmente finito
V. Determinar la dimension del espacio vectorial V/W, el espacio cociente
de V mddulo W. Justifique su respuesta.

Ejercicio 75 Encontrar un base para el espacio vectorial de sucesiones no
nulas en un campo F.

Ejercicio 76 Demostrar que si Wy es subespacio cualquiera de un espacio

vectorial dimensionalmente finito V, entonces existe un subespacio Wy de V,
tal que V =W, & Ws.

Ejercicio 77 Demostrar que un espacio vectorial es dimensionalmente in-
finito si y sdlo si contiene un subconjunto infinito linealmente independiente.



